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前言

本书是为非统计专业本科生编写的教科书，也可以作为有微积分基础的科研工作者学习与使用概率论，数理统计与随机过程的基本概念与方法的参考材料。

本书分为三部分：第一部分（第一章至第五章）是概率论部分，主要介绍概率论的基本知识，包括一元，二元离散型随机变量和连续型随机变量的分布，数字特征等；第二部分（第六章至第九章）是数理统计部分，介绍了统计量与抽样分布，参数估计，假设检验，方差分析与回归分析；第三部分（第十章至第十三章）介绍随机过程的基本知识，马尔可夫链，泊松过程，布朗运动和平稳过程。各部分的教学时数都约为24学时，概率论部分的教学时数可以稍多些。数理统计与随机过程的内容是独立的，可以根据需要开设概率论与数理统计或概率论与随机过程课程。

本书的主要特点有：（1）在每章的习题前列出了思考题，使读者对每章的内容有更清晰的梳理；（2）在某些章节尤其是数理统计部分的例子后介绍了Excel软件应用，使读者不仅掌握概率统计的原理，还能对大量复杂的数据运用软件进行直接分析；（3）例题和习题的选取上尽可能贴近生活，兼顾趣味性，有实际意义。

本书的第一章到第三章由黄柏琴编写；第四，第五章由黄炜编写；第六，第九章由张奕编写；第七，第八章由张彩伢编写；第十，第十一章由赵敏智编写；第十二，第十三章由张帼奋编写，最后的统稿由张帼奋完成。编者中除了张彩伢是浙江大学城市学院教师，其余都是浙江大学教师。书中的部分介绍，例题和习题参考了书后所列的书目，在此特向有关的作者和出版社表示衷心的感谢。

参加本书编写的教师都长期从事教学科研工作，有丰富的教学实践经验，书中的不少内容是我们教学科研工作的总结，愿与广大读者交流分享。

张立新教授对本书的讲义进行了审阅，并提出了宝贵的意见，在此也向他表示由衷的谢意。另外还要感谢其他对本教材的讲义提出意见和给予帮助的老师和研究生等。

在写作过程中我们努力做到内容由浅入深，所选例题典型新颖，解题过程条理清晰．由于编者水平有限，书中可能还有不少的缺陷，恳请各位同行，专家和广大的读者朋友批评指正。

本书编委会

2011年5月
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第一章　概率论的基本概念

自然界的现象可以分为两大类：一类为必然现象，另一类为随机现象。

所谓必然现象，是指在一定的条件下必然发生的现象。例如：在一个标准大气压下，水加热到100℃一定会沸腾；向上抛一重物，一定会落到地面上；月亮一定沿某一轨道绕地球运转，等等。研究这些必然现象中的数量关系，常常采用微积分、代数、几何及其他一些数学方法。

所谓随机现象，也称为偶然现象，是指在一定条件下具有多种可能发生的结果，而对于究竟发生哪一个结果事先不能肯定的现象。例如：“明天天气”可能是晴，也可能是阴或雨；从一批产品中任意抽取一件产品，该产品可能是合格品，也可能是不合格品；同一工人在同一台车床上用同样的材料加工同类型的轴，其直径也不会完全相同；某一时刻某柜台的顾客数可能为0，1，2，3，…，等等，这些仅仅是“瞬息万变”的大千世界中的一点点事实。从表面上看，随机现象完全由偶然性在起支配作用，没有什么必然性。其实，这些现象有一个共同的特点：在一定的条件下，当我们重复观察随机现象的时候，就会发现随机现象的出现有其规律性。例如：从一大批产品中，每抽一件产品，该产品是合格或是不合格是随机的，这是现象具有偶然性的一面；然而，当重复抽取产品时，不合格品率是稳定的，这就是现象具有的必然性的一面。再如，当一辆汽车按正常操作通过某一地段时，事先无法确切知道会不会发生交通事故，即带有偶然性；但经过大量的观察，发现某一地段发生交通事故比较多，因此就在这一地段的路边立了一块“事故多发地段”的牌子（这就是必然的一面，即有规律性的一面），提醒人们引起注意。由此可见，随机现象的出现是偶然的，但在大量重复试验（观察）中，随机现象隐藏着必然的规律性，这种固有的规律性称为统计规律性。概率论、数理统计与随机过程就是研究随机现象数量规律性的学科。


§1.1　样本空间、随机事件

（一）样本空间、随机事件

为了精细地考察一个随机现象，必须分析这个随机现象的各种结果，只有弄清了一个随机现象的各种结果，才能进一步研究这个随机现象的各种结果出现的可能性。对随机现象作一次观察（或记录、或试验）称为随机试验（random experiment），这些试验具有以下特点：

（1）可以在相同的条件下重复进行；

（2）每次试验可能出现的结果不止一个，但能事先明确试验的所有可能结果；

（3）试验完成前不能确定哪个结果会出现。

本书中以后提到的试验都是指随机试验。

称随机试验的所有可能结果构成的集合为样本空间（sample space），记为S．样本空间S中的每一个元素，即试验的每一个结果称为样本点（sample point）。

观察随机现象时，人们常常关心某些特定的结果，这些结果可能出现，也可能不出现。在随机试验中，称那些可能发生又可能不发生的结果为随机事件（random event），简称事件。特别地，称试验的每一个结果（即样本点）为基本事件。

我们常用集合的方法描述样本空间及随机事件，那么随机事件即为样本空间的一个子集。

例1.1.1　投掷一枚硬币，试验的结果有2个：“正面朝上”，“反面朝上”，故该试验所对应的样本空间由上述2个基本事件构成，简记为


[image: ]


例1.1.2　一射手向一目标射击3次，观察他的击中次数，可能为“击中0次”，“击中1次”，“击中2次”，“击中3次”，即该试验有这4种可能结果，每一个结果都是一个基本事件，所以该试验所对应的样本空间可以简记为


[image: ]


记A＝｛至少有1次击中｝＝｛1，2，3｝[image: ]S；B＝｛击中次数不到2次｝＝｛0，1｝[image: ]S．A，B均为随机事件。

例1.1.3　记录一批标注重量为50（kg）的袋装大米的重量x与农药残留量y，对应的样本空间为


[image: ]


其中y0为农药最高残留量。


[image: ]


例1.1.4　从15个同类产品（其中12个正品，3个次品）中任取4个产品，观察取得的次品数，则对应的样本空间为


[image: ]


｛至少有2个正品｝及｛恰有2个正品｝均为随机事件。

当某一事件所包含的一个样本点发生时，我们就称该事件发生。例如，在例1.1.2中，A＝｛1，2，3｝，若射手“恰好击中1次”时，即A所包含的一个样本点出现，那么我们就称事件A发生；当射手“恰好击中2次”时，我们亦称事件A发生；当射手“恰好击中3次”时，我们同样称事件A发生。

特别地，若将样本空间S亦视为一事件，因为S包含了试验所有的可能结果，因此在任何一次试验中，事件S一定会发生。我们称这种每次试验必然发生的事件为必然事件，用S来表示。与之相对应地，称在任何试验中都不可能发生的事件为不可能事件，记为ø。

考察例1.1.4中的2个事件：｛4个都是次品｝和｛至少有1个正品｝，前者是不可能事件，后者是必然事件。

（二）事件的相互关系及运算

在研究随机现象时，为了掌握复杂事件的统计规律，我们常常需要研究事件之间的相互关系及运算。

前面我们已经用集合描述了样本空间与随机事件，下面我们再用集合论的方法来定义与理解事件的相互关系及运算。

1．事件的包含与相等

设A，B为同一样本空间S中的两个事件。若当事件B发生时一定导致A发生，则称事件A包含事件B，记为[image: ]，记为A＝B，即称事件A与B相等。

2．事件的运算

同样假设以下参与运算的事件都在同一样本空间中。

事件A∪B在集合论中理解为由集合A与B的元素合并到一起构成的新的集合，现在A，B为随机事件，A∪B为一个新的事件。事件A∪B包含了A和B的所有样本点，这些样本点发生时，A∪B发生。故当事件A，B至少有一发生时，A∪B发生。因此有下面的定义：


[image: ]


为事件A与事件B的和事件。同样，称


[image: ]


为n个事件[image: ]的和事件；称


[image: ]


为可列个事件[image: ]的和事件。

而在集合论中，A∩B表示由A，B两个集合的公共元素组成的新的集合，即A∩B发生当且仅当事件A，B同时发生。故称


[image: ]


为事件A与事件B的积事件，也可表示成A•B，或表示成AB。类似可以定义：


[image: ]


为n个事件[image: ]的积事件；称


[image: ]


为可列个事件[image: ]的积事件。

对于“A不发生”事件，称之为A的逆事件，记作[image: ]，即


[image: ]


注意到[image: ]，同时[image: ]。故A与[image: ]互逆，又称A与[image: ]为对立事件。

A与B的差事件，记为A—B，即


[image: ]


因此，[image: ]。

我们可以借助以下的图形（见图1.1.1），表示以上事件的关系和运算：


[image: ]
图1.1.1


和、交与逆事件具有以下的运算规则：

交换律：[image: ]；

结合律：[image: ]；

分配律：[image: ]；

德摩根定律（De Morgan's laws）：


[image: ]


即“n个事件至少有一发生”的逆事件为“这n个事件都不发生”；“n个事件都发生”的逆事件为“这n个事件至少有一个不发生”。

定义1.1.1　设A，B为两随机事件，当AB＝ø时，称事件A与事件B不相容（或互斥）。

也即当A与B不能同时发生时，称A，B不相容。我们注意到“样本空间中的样本点两两不相容”。

例1.1.5　抛一颗骰子，设[image: ]，6．再设A＝｛得到偶数点｝，B＝｛得到奇数点｝，C＝｛得到1点或3点｝。则
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显然[image: ]；又AC＝ø，故A与C不相容，又[image: ]，故A，B互逆。

概率论中常有以下定义：由n个元件组成系统，若有一个损坏，则系统就损坏，此时称该系统为串联系统；若有一个不损坏，则系统不损坏，此时称该系统为并联系统。例如，一个凳子是由4条腿、凳板、靠背共6个部分组成，如果其中一个部分损坏，我们就认为这把凳子坏了，那么这把凳子就是一个由6个部件组成的串联系统。

例1.1.6　由“个部件组成的系统，设[image: ]。则有


[image: ]



§1.2　频率与概率

（一）频率

前面已经提到，我们的目的是要研究随机现象的数量规律性，为此我们首先提出频率的概念。

在一定的条件下，设事件A在n次重复试验中发生nA次（称nA为A在这n次试验中发生的频数），称比值[image: ]为事件A在这n次试验中发生的频率（frequency），记为[image: ]，


[image: ]


例1.2.1　从市场上抽查了某品牌的一种液态奶制品30件，其中有20件被检出了某种物质含量超标，则事件“检出某物质含量超标”"在这30次试验中发生的频率为[image: ]。

事件A发生的频率越大，人们就会感到A发生的可能性越大，频率越小，就有这一事件不易发生的感觉，所以频率是人们对事件发生的可能性大或小的第一认识。

事件的频率具有以下性质：

（1）对任一事件[image: ]；

（2）[image: ]；

（3）当事件A与B不相容时，[image: ]。

性质（3）可以推广，当[image: ]两两不相容时，


[image: ]


例1.2.2　某厂每天从当天的产品中抽取50件，检查其是否合格，记录于表1.2.1：


表1.2.1

[image: ]

表1.2.2



	实验者
	n
	nA
	fn（A）


	德摩根
	2048
	1061
	0.5181


	蒲丰
	4040
	2048
	0.5069


	K．皮尔逊
	12000
	6019
	0.5016


	K．皮尔逊
	24000
	12012
	0.5005



例1.2.3　抛硬币试验，在相同的条件下将一枚硬币抛n次（你不妨一试），设A＝｛出现正面｝，当“较小时，[image: ]的变化范围较大，但人们发现，当n渐渐增大时，[image: ]的值渐渐地稳定在0.5附近。以下是几个世界著名的大统计学家抛硬币的试验结果（列于表1.2.2）：

无数事实告诉我们，在大量试验中（即当n充分大时），任一随机事件A的频率[image: ]具有稳定性，[image: ]会稳定于一个常数p（0≤p≤1）附近，这个数是由事件A的属性所决定的。这给了我们一个机会，一个用数量来描述事件A发生的可能性大小的机会。

（二）概率

有一种定义概率的方法（称之为概率的统计性定义）是：设某一随机试验所对应的样本空间为S，对S中的任一事件A，A的频率[image: ]的稳定值p定义为A的概率，记为P（A）＝p。

虽然上面的定义很直观，很易理解，且人们也常用这样的思路来解释概率，但也存在问题。事实上，人们常常不易知道[image: ]的稳定值p，因而我们采用以下公理化的定义。

定义1.2.1　设某一随机试验所对应的样本空间为S．对S中的任一事件A，定义一个实数P（A），满足以下三条公理：

（1）P（A）≥0；

（2）P（S）＝1；

（3）对S中的可列个两两不相容的事件[image: ][image: ]，有


[image: ]


则称为P（A）为A的概率（probability），P（•）为概率测度。

值得注意的是，对于有限个两两不相容的事件的和事件有


[image: ]


以上定义的概率有以下性质：

（1）[image: ]；

因为[image: ]，两边求概率（注意到[image: ]），即得。

特别地，[image: ]，可得[image: ]。

（注意：若有P（A）＝0，不一定能得出A＝ø。）

（2）当[image: ]时，必有P（A）≥P（B）；

因为当[image: ]时，[image: ]。而[image: ]，故P（A）≥P（B）。进而可得P（A）≤P（S）＝1。

（3）概率的加法公式：


[image: ]



[image: ]


性质3可以推广：


[image: ]


例1.2.4　设甲、乙两人向同一目标进行射击，已知甲击中目标的概率为0.7，乙击中目标的概率为0.6，两人同时击中目标的概率为0.4，求目标不被击中的概率。

解　[image: ]


[image: ]


而[image: ]，所以


[image: ]


例1.2.5　设甲、乙、丙三个人去参加某个集会的概率均为0.4，且甲、乙、丙中至少有两个人去参加的概率为0.3，三人同时参加的概率为0.05。求甲、乙、丙三人至少有一人参加的概率。


[image: ]


从以上两个例题可以看出，解这类题，第1步：要设随机事件；第2步：要明确写出已知什么及要求什么；第3步：写出事件的运算式与概率运算式，求出概率。


§1.3　等可能概型

在某些随机试验中，我们常假设样本空间中样本点出现的可能性相等。例如，抛硬币试验，S＝｛正面，反面｝，我们常假设出现正面与反面的概率相等。

定义1.3.1　一个随机试验，如果满足下面两个条件；

（1）样本空间中样本点数有限（有限性）；

（2）出现每一个样本点的概率相等（等可能性）。

则称这个试验问题为古典概型，又称等可能概型。

若设一等可能概型的样本空间为[image: ]，则由定义1.3.1知[image: ][image: ]。任一随机事件[image: ]。由样本点两两不相容的性质，知


[image: ]


这就是说，在等可能概型中，任一事件A的概率为


[image: ]


因此，在古典概型中，求随机事件概率的问题就可以转化为数样本点数的问题，这常要用到组合数学。

例1.3.1　从一付牌（去掉两个王，共52张）中随机取两张，求“恰是一红一黑”的概率。

解　设A＝｛恰是一红一黑｝。

（1）>若是不放回抽样（即第一次抽出1张，不放回，再抽第二张），则


[image: ]


（2）>若是放回抽样（即第一次抽出1张后，放回，再抽第二张），此时的样本空间为


[image: ]


则


[image: ]


例1.3.2　（抽签问题）袋中有编号为1，2，…，n（n＞1）的n个球，其中有a个红球，b个白球（a＋b＝n）。从中每次摸一球，不放回，共摸n次。设每次摸到各球概率相等。求第k（l≤k≤n）次摸到红球的概率。

解　设Ak＝｛第k次摸到红球｝，k＝1，2，…，n。

解法1　假设我们视n次摸出的球号的先后排列为一个样本点，则样本空间中共有n！个样本点。由题意知，出现每一个样本点的概率相等，而第k次为红球共有a（n－1）！个样本点。所以


[image: ]


解法2　若我们n个同学去摸球，我们只关心哪几个同学摸到红球为试验的结果，即假设视“哪几次摸到红球”为样本点，则样本空间总样本点数为由题意知，出现每一个样本点的概率相等。如果Ak发生，即第k次一定为红球，只要在余下的（n—1）次中决定（a—1）次就行。故


[image: ]


解法3　若视第k次摸到的球号为样本点，则样本空间中共有n个样本点，其中有a个样本点使得Ak发生，故


[image: ]


以上三种方法计算得到：在抽签问题中，第k（l≤k≤n）次摸到红球的概率与k无关。

例1.3.3　（配对问题）一个小班共有n个学生，分别编上1，2，…，n号，在中秋节前每人做一件礼物相应地编上1，2，…， n号。将所有礼物集中放在一起，然后让每个同学随机地取一件（即，每次取到每一件礼物是等可能的），求没有人取到自己礼物的概率。

解　先求“至少有一个人拿到自己的礼物”的概率。设


[image: ]


由概率的加法公式，得


[image: ]


如果将先后取到的礼物的编号（即排列）作为一个样本点，例如，（1，2，•••，n）表示n人都取到了自己的礼物，那么共有n！个样本点，由题意知出现每一个样本点的概率相等。当Ai发生时，即i号配对其余（n—1）个号可以任意的排列，故


[image: ]


当n充分大时，上式的值近似于[image: ]。


§1.4　条件概率

（一）条件概率

我们先来看一个例子，设一批产品的合格品率为80％，合格品中90％是优质品，从中任取一件，设A＝｛取到合格品｝，B＝｛取到优质品｝，则取到优质品的概率显然为72％。若把考虑问题的范围缩小，即，只考虑已知取到的一件是合格品，那么取到的这一件合格品是优质品的概率应为90％，也就是说，如果把取到所有的合格品的概率记为1，那么取到的一件是优质品的概率为90％，常记为P（B|A）＝90％。

P（B）＝72％与P（B|A）＝90％是在两个不同的样本空间中对事件B的概率进行度量，后者是将A作为新的样本空间。

定义1.4.1　如果P（A）＞0，那A发生的条件下B的条件概率（conditional probability）为


[image: ]


例1.4.1　将一枚均匀的硬币抛两次，已知“至少有1次正面”的条件下，求“两次都是正面”的概率。

解　设Hi＝｛第i次为正面｝，i＝1，2，B＝｛至少有一次为正面｝，C＝｛两次均为正面｝。

样本空间为[image: ]。因为硬币是均勾的，故这是一个等可能概型。

解法1　显然[image: ]，故


[image: ]


解法2　将B视为缩减了的样本空间S1，则


[image: ]


这也是一等可能概型。在S1的3个样本点中只有一个样本点使C发生，故


[image: ]


解法1是用条件概率定义求解，解法2是利用我们对条件概率的理解，用缩减了的样本空间来求解，两种方法都行。

例1.4.2　一袋中有5个红球，4个白球，从中每次摸一球，不放回抽样，抽4次。（1）已知前两次中至少有一次摸到红球，求前两次中恰有一次摸到红球的概率；（2）已知第4次摸到的是红球，求第1次和第2次摸到的都是红球的概率。

解　设Ai＝｛第i次摸到红球｝，i＝1，2，3，4。再设B＝｛前两次中至少有一次摸到红球｝，C＝｛前两次恰有一次摸到红球｝。

（1）>题中要求的是P（C|B）。


[image: ]


（2）即求[image: ]。由§1.3的例1.3.2，可知[image: ]。而


[image: ]


所以


[image: ]


其实，任何事件的概率都是在一定条件下给予的值，也即概率本身就是有条件的。上面定义的条件概率无非是在新的样本空间下的概率度量，因此条件概率同样具有一般的概率性质。

例如：当P（C）≠0时，有

（1）[image: ]；

（2）当[image: ]时，[image: ]；

（3）[image: ]。

推广之，


[image: ]


（二）乘法公式

由条件概率的定义知，当P（A）≠0，P（B）≠0时，


[image: ]


即两个事件积事件的概率等于一个事件的概率乘以在这个事件发生的条件下另一个事件的条件概率，称此等式为概率的乘法公式。

推广之，当[image: ]时，有


[image: ]


为了证明（1.4.3）式，对等式的右边利用条件概率的定义，可得


[image: ]


对应于条件概率（假设以下的条件概率均有意义），则相应地有


[image: ]


例1.4.3　设一社区“3口之家”占了70％，且有40％的家庭“至少有1人职业为教师”，在“3口之家”中有30％的家庭“至少有1人职业为教师”。在这社区中随机找一户，（1）求这一户既不是“3口之家”又没有教师的概率；（2）已知这一户没有教师，求这一户是“3口之家”的概率。

解　设A＝｛这一户是“3口之家”｝，B＝｛这一户有教师｝，由题意知，

（1）P（A）＝70％，P（B）＝40％，P（B|A）＝30％，

得[image: ]。

所要求的概率为


[image: ]


例1.4.4　某人参加某种技能考试，已知第1次考合格的概率为50％，若第1次没有合格，通过努力，第2次能考合格的概率为60％；若第1，2次均不合格，则第3次能考合格的概率为70％，求此人最多3次能考合格的概率。

解　设Ai＝｛第i次考合格｝i＝1，2，3，B＝｛最多3次能考合格｝。

解法1　注意到[image: ]。所以


[image: ]


解法2　由于[image: ]，故


[image: ]


（三）全概率公式、贝叶斯公式

假设A，B为随机事件，那么总是有[image: ]，又因为AB与[image: ]互不相容，可得


[image: ]


（1.4.6）式很重要，说明当直接计算A的概率比较困难时，可以先将A分解成不相容的两部分Ab与[image: ]，当然B常常与A有密切的关系。它使得我们能够通过第二个事件b发生与否来求得A的概率。注意到[image: ]，故（1.4.6）式实际上是条件概率的加权平均。式中重要的是如何寻找合适的B。

为了将（1.4.6）式推广至更一般的情形，下面先给出一个定义。

定义1.4.2　设S为某一随机试验的样本空间，[image: ]为该试验的一组事件，且满足


[image: ]


则称[image: ]为S的一个划分，或称为S的一个完备事件组。

上述定义中的两条，通俗而言，即[image: ]两同时发生是不可能的，而至少有一发生又是必然的。其实，当样本空间S的样本点有限时，这些样本点就是S的一个划分。

若A是S的一个事件，[image: ]是S的一个划分，则参照导出（1.4.6）式的方法，我们也可以将A分解成两两不相容的事件的和，即


[image: ]


两边求概率，得[image: ]。于是我们就可以得到下面的定理：

定理1.4.1　设S为某一试验的样本空间，A为该试验的事件。设[image: ]是S的一个划分，且[image: ]。则


[image: ]


称（1.4.7）式为概率的全概率（total probability）公式。

同样（1.4.7）式的关键是找到一组合适的划分。

在上述定理的条件下，有[image: ]，故当[image: ]，n时，有


[image: ]


称（1.4.8）式为条件概率的全概率公式。

定理1.4.2　设S为某一试验的样本空间，A为该试验的事件，且P（A）≠0。设[image: ][image: ]是S的一个划分，且[image: ]。则对任意k＝1，2，…，n，


[image: ]


称（1.4.9）式为概率的贝叶斯（Bayes）公式。

在利用贝叶斯公式时，其中的P（Bj）（j＝l，2，…，n）的概率是事先假设（或者根据以往的资料或是根据经验的累积）知道的，常称P（Bj）为先验概率，而当事件A发生时，我们可以对Bj发生的概率进行重新认定（或修正），常称[image: ]为后验概率。

例1.4.5　某公司有甲、乙两人，已知甲近期出差的概率为0.7，又已知如果甲出差则乙出差的概率为0.1，如果甲不出差则乙出差的概率为0.6。（1）求乙近期出差的概率；（2）已知乙已经出差在外，求甲近期出差的概率。

解　[image: ][image: ]。

（1）乙近期出差的概率为


[image: ]


（2）已知乙已经出差在外，求甲近期出差的概率为


[image: ]


例1.4.6　设有3个箱子，第1箱装有3个白球和5个红球，第2箱装有2个白球和2个红球，第3箱装有5个白球和2个红球。现随机地取一箱，再在这一箱中随机取2次，每次取一球，不放回抽样。（1）求第一次取到的是白球的概率；（2）已知第二次取到的是白球，问取到的是第1，2，3箱的概率分别为多少？

解　设Ai＝｛取到第i箱｝，i＝1，2，3。Bj＝｛第j次取到白球｝，j＝1，2。那么A1，A2，A3构成了样本空间的一个划分。


[image: ]


先来求[image: ]，即在取到第1箱的条件下，第2次摸到白球的概率。由§1.3例1.3.2知，[image: ]，同理可得[image: ][image: ]。从而[image: ]。故


[image: ]


同理


[image: ]


其实，求P（B2）也可以用以下方法：


[image: ]


其中的[image: ][image: ]。

另外，读者应该注意到[image: ]，这一点事先就应知道。

例1.4.7　某地发生了一起当地人驾车偷盗事件，调查员有80％的把握认为是男子A所为，现更有证据表明当事车为B型车，B型车在当地占了30％。在已知男子A当天开的也是B型车的条件下，调查员认为男子A偷盗的把握有多少？

解　设A＝｛男子A为偷盗者｝，B＝｛男子A当天开的是B型车｝。则


[image: ]


例1.4.8　有3个箱子，第1箱中装有5件为正品，2件为次品，第2箱中有4件正品，2件次品，第3箱中有3件正品，2件次品。现从第1箱中随机取1件放人第2箱，再从第2箱中随机取1件放人第3箱，再从第3箱中取1件，求最后取出的是次品的概率。

解　设A，B，C分别为从第1，2，3箱中取到次品事，易得[image: ]。则


[image: ]


由条件概率的全概率公式知


[image: ]


同理可得


[image: ]


因此[image: ]。


§1.5　事件的独立性与独立试验

从§1.4中的一些例题可知，若A，B均为随机事件，一般情形下，[image: ]不等于P（A）。也就是说事件B发生的条件会改变事件A发生的概率。但也有不改变的，例如，某种彩票每次公布的最后两个数都是从0到9这10个数字中随机取1个数，如果记Ai＝｛倒数第i位数小于5｝，i＝1，2，则有[image: ]，也就是说A1发生并不影响A2发生的可能性。由概率的乘法公式知，此时[image: ]，易见此式中A1，A2是对称的。这时我们称A1，A2是相互独立的。

定义1.5.1　设A，B为两随机事件，当


[image: ]


成立时，称事件A，B相互独立（independence）。

定理1.5.1　当P（A）•P（B）≠0时，“事件A与事件B相互独立”等价于“条件概率等于无条件概率”，即


[image: ]


定理1.5.2　当事件A与事件B相互独立时，[image: ]均相互独立。

证明　因为[image: ]，两边求概率并移项得


[image: ]


当事件A与事件B相互独立时，


[image: ]


故A与[image: ]互相互独立。由此可进一步得[image: ]均相互独立。

定义1.5.2　设A，B，C为三个随机事件，当


[image: ]


都成立时，称事件A，B，C两两独立。

如果同时还满足P（ABC）＝P（A）•P（B）•P（C），则称事件A，B，C相互独立。

应注意到相互独立一定是两两独立的，而两两独立时不一定是相互独立的。

例如，设一随机试验的样本空间为[image: ]，且是等可能概型，记[image: ][image: ]。那么有[image: ]。同理有[image: ]两两独立。[image: ][image: ]不互相独立。

定义1.5.3　设n个事件[image: ]，若对任意的[image: ]，都有


[image: ]


成立，则称事件[image: ]相互独立。

如果对于可列个事件，若其中任意的有限个事件相互独立，则称这可列个事件相互独立。

最后，我们来定义试验的独立性，假设所考虑的概率试验是由一系列子试验组成。例如，某一种彩票一期一期地不断开奖，就可以把每一次开奖看作一个子试验，而且这一期开奖的结果不影响其他期的开奖结果。像这样的试验结果互不影响的一系列试验称为独立试验。如果各个子试验是在相同条件下进行的，那我们就称这些试验为重复试验。

在实际问题中，我们常常不是用独立的定义去验证事件的独立性，而是根据实际情况来判断。例如，我们可以认为某一批袋装味精的重量（克）与纯味精的含量（％）是独立的；又如，甲、乙两人同时向各自的靶位射击，注意这儿的“同时”两字，这就意味着两个人的射击结果是互不影响的，所以事件“甲命中”与“乙命中”是相互独立的。


[image: ]
图1.5.1


例1.5.1　有5个独立元件组成的系统（如图1.5.1所示），

设每个元件运行正常的概率为户p，0＜p＜1。求系统运行正常的概率。

解　设Ai＝｛第i个元件运行正常｝，i＝1，2，3，4，5。由题意知，[image: ]相互独立。并设A＝｛系统运行正常｝，则[image: ]，那么


[image: ]



[image: ]
图1.5.2


用缩减了的样本空间理论求解[image: ]的值为p1，p2即为图1.5.2所示系统运行正常的概率，故


[image: ]


又若记[image: ]的值为p2，p2即为图1.5.3所示系统运行正常的概率，同理可得


[image: ]



[image: ]
图1.5.3


所以[image: ]

例1.5.2　一袋中有编号为1，2，3，4共四个球，每回从袋中有放回地取两次（一次一个球，假设取到每一个号码的概率相等），并记录号码之和。这样独立重复地试验，求“和等于3”出现在“和等于5”之前的概率。

解　设A＝｛“和等于3”出现在“和等于5”之前｝，B＝｛第一次号码之和为3｝，C＝｛第一次号码之和为5｝，D＝｛第一次号码之和既不是3，也不是5｝。

显然每次“号码和为3”的概率为[image: ]，“号码和为5”的概率为[image: ]，“号码和既不是3又不是5”的概率为[image: ]，故


[image: ]


由全概率公式，得


[image: ]


在已知第一次号码和既不是3，也不是5的条件下，求A的条件概率问题，相当于重新开始考虑A的概率，因为试验是独立的，即第一次结果不影响A发生的概率，所以P（A|D）＝P（A），故


[image: ]


例1.5.3　某技术工人长期进行某项技术操作，他经验丰富，因嫌按规定操作太过烦琐，就按照自己的方法进行，伹这样做有可能发生事故。设他每次操作发生事故的概率为p，0＜p且很小，他独立地进行了n次操作。求：（1）n次都不发生事故的概率；（2）至少有一次发生事故的概率。

解　设A＝｛n次都不发生事故｝，B＝｛n次中至少一次发生事故｝，Ci＝｛第i次不发生事故｝，i＝1，2，…，n。由题意知，[image: ]相互独立，且[image: ]。故


[image: ]


注意到，[image: ]，也就是说，虽然每次发生事故的概率p很小，但只要次数多（n充分大），至少有一次发生事故的概率就会大，甚至接近于1总之，随着独立重复试验次数的增多，“小概率事件”“至少有一次发生”的概率在渐渐增大。


思考题一

1．设A，B为两随机事件，当P（AB）＝0时，A与B不相容，对吗？

2．随机事件A的频率[image: ]是个变化着的数，而概率P（A）是一个定数，对吗？当n充分大时，[image: ]，对吗？

3．试举例说明P（AB）与P（B|A）的不同意义。

4．因为随机事件A发生时A∪B一定发生，故P（A|A∪B）＝1，对吗？

5．当[image: ]时，随机事件A，B独立与不相容可能同时成立吗？A，B独立能用Venn图（见图1.1.1）表示吗？

6．设随机事件A，B，C满足P（ABC）＝P（A）•P（B）•P（C），问A，B，C一定相互独立吗？


习题一

1．为了解吸烟（草）对人体健康是否有影响，对一社区居民进行抽样调查，分别用0，1，2表示不吸烟，少量吸烟及吸烟较多，再用a，b，c表示身体健康，一般及有病。例如：（0，a）就表示抽到的居民是不吸烟的健康者。

（1）问试验的样本空间共有多少个样本点？

（2）设A＝｛抽到的居民身体健康｝，试写出A所包含的样本点；

（3）设B＝｛抽到的居民不吸烟｝，试写出B所包含的样本点。

2．设A，B，C为3个随机事件，请用事件的运算关系式表示：

（1）A，B，C至少有2个发生；

（2）A，B，C最多有1个发生；

（3）A，B，C恰有1个不发生；

（4）A，B，C至少有1个不发生。

3．设A，B为2个随机事件，判断以下说法的对错，并说明理由。

（1）[image: ]，则一定有A，B不相容；

（2）P（A）＝1，则一定有A＝S；

（3）P（B）＝0，则一定有B＝ø；

（4）P（A）＝0.6，P（B）＝0.7，则A，B一定相容。

4．设事件A与B不相容，P（A）＝0.3，P（B）＝0.6。求：

（1）A与B至少有一发生的概率；

（2）A与B都不发生的概率；

（3）A不发生同时B发生的概率。

5．设A，B，C为3个随机事件，已知P（A）＝P（B）＝P（C）＝0.4，且A，B，C至少有2个发生的概率为

0.3，A，B，C同时发生的概率为0.05，求A，B，C都不发生的概率。

6．一袋中有10个球，其中8个是红球。每次摸一球，共摸2次，在放回与不放回抽样两种方式下，分别求：

（1）“两次均为红球”的概率；

（2）“恰有1个红球”的概率；

（3）“第2次是红球”的概率。

7．一30人的班级中有两个“王姓”的学生，将全班学生随机排成一排，求：

（1）两个“王姓”学生紧挨在一起的概率；

（2）两个“王姓”的学生正好一头一尾的概率。

8．一盒子中有2个红球，3个黑球，2个白球（共7个球）。每次摸一球（不放回），共摸3次。求：

（1）摸到球恰是1红1黑1白的概率；

（2）摸到的全是黑球的概率；

（3）第1次为红且第2次为黑球第3次为白球的概率。

9．编号为1，2，…，9的9辆车，随机地停入编号为1，2，…，9的9个车位中，若车号与车位号一样称该车配对。求：

（1）1号车配对的概率；

（2）1号车配对而9号车不配对的概率；

（3）1号车，9号车都配对，但其他均不配对的概率。

10．设A，B为两随机事件，且已知[image: ]，求：

（1）[image: ]；

（2）[image: ]；

（3）[image: ]。

11．设一社区订A，B，C报的家庭分别占50％，30％，40％。且已知一家庭订了A报的条件下再订B报的概率为20％，订了C报的条件下又订A报或B报的概率为60％。随机找一家庭，求该家庭至少订A，B，C报中的一种的概率。

12．某企业中有45％为女职工，10％的职工在管理（技术，质量，行政）岗位。5％的职工为管理岗位的女职工。在该企业中随机找一位职工。

（1）>已知该职工为女职工的条件下，求该职工在管理岗位的概率；

（2）>已知该职工在管理岗位，求该职工为男职工的概率。

13．从1，2，3，4，5中取一数X，再从1，2，…，X中取一数Y，求｛Y＝2｝的概率。

14．一架子上有4把枪，其中3把是调试好的，1把未调试。设某君用调试好的枪射击命中率为60％，用未调试的枪命中率为5％。此人从4把枪中随机地取一把进行射击。

（1）求命中的概率；

（2）已知此人命中了，求取到的是未调试的枪的概率。

15．对某证券营业点进行统计。得知入市时间在1年以内的股民赢、平、亏的概率分别为10％，20％，70％；人市时间在1年以上但不到4年的股民赢、平、亏的概率分别为20％，30％，50％，入市时间于4年的股民赢、平、亏的概率分别为50％，30％，20％。不同入市时间的股民数分别占40％，40％，20％。今在该营业点随机找一股民。

（1）求其有赢利的概率；

（2）若已知其亏损了，问他为新股民的概率有多大？

16．有两组同类产品，第一组有30件，其中有10件为优质品；第二组有20件，其中有15件为优质品今从两组中任选一组，然后从该组中任取2次（每次取1件，不放回抽样）。

（1）求第1次取到的是优质品的概率；

（2）在已知第2次取到的是优质品的条件下，求第1次取到的不是优质品的概率。

17．设一股票（股价以收盘价计）当今天（记为第1天）是涨的情形下第2天是涨（1个单位），跌（1个单位），平（基本持平）的概率为[image: ]；当今天是跌（或是平）的情形下上述三种情况发生的概率分别为[image: ][image: ]。即明天的情况只与今天有关。其中[image: ]。已知该股票今天是涨的。

（1）求第3天与今天持平的概率p1；

（2）第4天股价比今天涨了2个单位的概率p2。

18．试证：当O＜P（B）＜1时，两事件A，B独立的充要条件为：


[image: ]


19．设A，B，C为随机事件，P（A）＞0，P（B）＞O，P（C）＞0。请说明以下说法对，错或可能对。

（1）A，B相互独立，则A，B相容；

（2）P（A）＝0.6，P（B）＝0.7，则A，B独立。

（3）P（ABC） ＝P（A）•P（B）•P（C），则A，B，C相互独立。

（4）A，B不相容，则A，B不独立

20．由4个独立部件组成的一个系统，第i个部件工作正常的概率为[image: ]。且已知至少有3个部件工作正常时系统工作正常。

（1）求系统工作正常的概率α；

（2）在系统工作正常的条件下求4个部件均工作正常的概率β；

（3）对系统独立观察3次，求系统恰有2次工作正常的概率γ。

21．连续抛一枚硬币，p表示每次出现正面的概率，记[image: ][image: ]。求：

（1）[image: ]；

（2）[image: ]；

（3）[image: ]。

22．已知一批照明用灯管使用寿命大于1000小时的概率为95％，大于2000小时的概率为30％，大于4000小时的概率为5％。

（1）已知一灯管使用了1000小时没有坏，求其使用寿命大于4000小时的概率；

（2）取10个灯管独立地装在一大厅内，过了2000小时，求至少有3个损坏的概率。

23．一系统的外加电压有99％的时间是正常的，当外加电压正常时系统稳定的概率为90％，当外加电压不正常时系统稳定的概率为20时。且已知当系统稳定时元件正常工作的概率为80％，当系统不稳定时元件不能正常工作的概率为90％。

（1）求元件能正常工作的概率；

（2）若该系统有5个独立工作的元件，求至少有一个元件不能正常工作的概率。

第二章　随机变量及其概率分布

§2.1　随机变量

随机试验的结果常有两类：示数的和示性的。例如，观察某一车间的用电量；观察某一区域一天内发生的交通事故次数；记录一天内一手机收到的短信数；气象上的温度及相对湿度，等等，其结果均可用一数来表示。我们称这些试验的结果为“示数的”，但也有大量的随机试验的结果却不然，例如，抛一枚硬币，其结果可能是正面或反面；记录新生儿的性别，其结果是男或女；检验一件产品，它可能是一等品、二等品、等外品，等等，我们称这类试验的结果为“示性的”。为了用更多的数学方法来描述与研究随机现象，必要时人们常常将示性的结果数量化，即定义一个实数与示性的结果相对应。

同时，相对于随机试验的实际结果而言，有时我们更感兴趣这些结果的某些函数，例如，观察某一地区新生儿的性别，我们感兴趣于男婴、女婴的数量，同时也感兴趣于两者的数量之差。又如，我们观察一运动体的速度的随机变化，我们还感兴趣于随之产生的运动体的动能的变化情况。由上面这些例子可以看到，我们感兴趣的量是随机试验的结果的实值函数，我们称它为随机变量。通俗说，随机变量就是随随机试验结果而变的量。一般地，有下面的定义。

定义2.1.1　设随机试验的样本空间为S＝{e}，若X＝X（e）为定义在样本空间S上的实值单值函数，则称X＝X（e）为随机变量（random variable）。

如果随机试验的结果是示数的，则样本点e即为一实数，这时常定义X＝X（e）＝e。

本书中常用大写英文字母[image: ]来表示随机变量，而以小写字母[image: ][image: ]表示实数。

引入了随机变量，一方面使我们能够用随机变量来描述随机现象，另一方面也可以同时用研究随机变量取值的概率来代替随机现象发生的概率。

例2.1.1　一枚硬币抛4次，设每次出现正面的概率为p（0＜p＜1），记X为4次中出现正面的次数，而4次中首次出现正面在第Y次（如果4次都没有出现正面，则取i＝0）。试分别写出X与Y的所有可能取值与取每一值的概率。

解　首先，易得X与Y的所有可能取值均为：0，1，2，3，4．设[image: ][image: ]。由题意知，[image: ]。得


[image: ]


Y取每一值的概率分别为：


[image: ]


而且，我们可以验算得到[image: ]。

例2.1.2　某销售员独立地向编号为1，2的两顾客推销售价分别为17.3万与18.7万的A，B两款小轿车，与这两位顾客成交的概率分别为0.4与0.7。设每位顾客选择A，B两款车型的概率相等，试给出该销售员的成交额X的可能取值与取每一值的概率〔假定每位顾客最多买一辆）。

解　由题意知，X的可能取值为：0，17.3，18.7，34.6，36，37.4．设


[image: ]


由于对编号为1，2的两顾客是独立推销的，因此两位顾客的购买行为是独立的，也就是说，[image: ][image: ]都是独立的，同理，[image: ]也都是独立的。而且[image: ][image: ]。因此


[image: ]



[image: ]



§2.2　离散型随机变量

若随机变量的取值为有限个或可列个，则称此随机变量为离散型（discrete）随机变量，简称离散量。

例如，§2.1中的例2.1.1与例2.1.2中的随机变量取值均为有限个，故它们均为离散型随机变量。又如，抛一枚硬币，直到正面首次出现所需的抛掷次数，一个广场上的人数等等，这些量可能没有上限，但均可列，所以这些量也是离散型随机变量。若以X记某一地区成年男子的身高，以Y记某产品的寿命，显然X与Y的取值充满着某一区间，它们的可能取值不能一一列出，所以X与Y不是离散量。

离散量的统计规律通常用概率分布律来描述。

设X为离散量，若其可能取值为[image: ]，则称


[image: ]


为X的概率分布律（distribution sequence）。

概率分布律也可用下面的列表方式来表示：


[image: ]


概率分布律有以下两条性质：[image: ]。

性质（1）是显然的。性质（2）是因为[image: ]是不同的样本点，即对[image: ]是两两不相容的，这样就得到了性质（2）。

例2.2.1　随机变量X的概率分布律为


[image: ]


求常数c的值。

解　这里先回忆一下高等数学中的一个函数展开式[image: ]。由概率分布律的性质知，


[image: ]


那么[image: ]。

以下介绍几个重要的离散量。

（一）0-1（p）分布

若随机变量X的概率分布律为


[image: ]


其中，0＜p＜1、则称X为服从参数为p的0-1分布，也称为两点分布。并用记号X～0-1（p）表示（也可表示为B（1，p））。

例如：若某一地区每一个新生儿是男（或女）的概率为。0.51（或0.49），记｛X＝1}为男孩，{X＝0}为女孩，则X～0-1（0.51）。

（二）二项分布

若随机变量X的概率分布律为


[image: ]


其中，[image: ]，则称X服从参数为（n，p）的二项（binomial）分布，且记为[image: ]。

显然，（2.2.2）式中[image: ]，且


[image: ]


在讨论二项分布时必须提到下面的重要试验。

定义2.2.1　在n次独立重复的试验中，每次试验都只有两个结果：[image: ]，且每次试验中A发生的概率不变，记[image: ]，称这一系列试验为n重贝努里（Bernoulli）试验。

例如，若考虑一个试验的结果只有成功与失败，且每次成功的概率都为p，O＜p＜1，这样独立重复地进行的n次试验即为n重贝努里试验．又如，独立重复地抛n次硬币，每次结果只有正面或反面；在一放有红球与其他颜色的球的袋中有放回地摸球n次，每次只记录摸到红球与其他球（非红球）两种结果，且设每次摸到红球的概率是p，O＜p＜1，等等，都可以看成是n重贝努里试验。

在n重贝努里试验中，若记事件A发生的概率为P（A）＝p，O＜p＜1。设X为在n次试验中A发生的次数，则X～B（n，p），即


[image: ]


因为事件｛X＝k｝即为“在n次试验中恰有k次A发生且有。n-k次A不发生”，这k次可以是n次中的任意k次，故有[image: ]种方式，而每一“特定的k次A发生且特定的（n-k）次A不发生”的概率为[image: ]，这样就得到了（2.2.2）式。读者可以再详细地看一下§2.1例2.1.1中随机变量X的概率分布律的求解过程。特别地，当n＝1时，B（1，p）即为。0-1（p）分布。

例2.2.2　由6位品酒师独立投票评定某种酒是否为优质酒，若6位中有4位投票同意，则定该酒为优质酒，且设每位品酒师作出正确判断的概率为p，0＜p＜l。求：

（1）若该酒为优质酒时，能作出正确判断的概率α。（2）若该酒不为优质酒时，能作出正确判断的概率β。

解（1）当该酒为优质酒时，至少要有4位品酒师作出正确判断才能判定此酒为优质酒，所以
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（2）当该酒不是优质酒时，则至少要有3位品酒师作出正确判断，所以


[image: ]


例2.2.3　设有一大批优质品率为p的产品，O＜p＜1，用以下方式进行验收：第一次先从中随机取5件，若至少有4件是优质品则接收该批产品，若优质品不到3件就拒收；否则再第二次从中抽2件，若2件均为优质品就接收，否则就拒收。求：（1）第一次抽样就接收该批的概率α。（2）该批产品被接收的概率β。

解　由题意知，各次抽样结果相互独立（由于是一大批，总的数自很多）。设X为第一次抽到的优质品数，Y为第二次抽到的优质品数，显然[image: ]。
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一般情形下，当n不是很大的时候，对于二项分布的计算还是比较容易的，但当n比较大的时候，二项分布的概率值可以采用Excel计算。

例2.2.4　假设[image: ]，现分别计算P（X≤10）和P（X＝10）。

解　先计算P（X≤10），由二项分布可知：


[image: ]


显然这个计算不是很简单，但可以通过Excel表单简单得出。具体如下：在Excel表单的任一单元格输入[image: ]在主菜单中点击“插入”[image: ]“函数（F）”[image: ]在选择类别的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“BINOMDIST”点击”确定” [image: ]在函数参数表单中输入“Number_s＝10，Trial＝100，Probability_s＝0.05，Cumulative＝TRUE”，然后点“确定”[image: ]即在单元格中出现“0.98852759”。

如果要计算P（X＝10），则只需要在上面的过程中所有的步骤中把“Cumulative＝TRUE”改“Cumulative＝FALSE”。即在单元格中出现“0.016715884”。

（三）泊松分布

若随机变量X的概率分布律为


[image: ]


其中λ＞0，则称X服从参数为λ的泊松（Poisson）分布，且记为[image: ]。

观察（2.2.3），显然有对任意的[image: ]，且由§2.2的例2.2.1知，[image: ]。

参数λ的含义将在第四章中说明，而有关泊松分布的数学模型将在随机过程第十二章中研究。

泊松分布有着非常广泛的应用．这是因为当n足够大，p充分小（一般要求p＜0.1），且np保持适当大小时，参数为（n，p）的二项分布可用泊松分布近似描述。

设X～B（n，p），并记λ＝np。则
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当n充分大和适当的λ时，
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也就是说，当n充分大，p足够小时，
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根据统计工作者的经验，以下的随机变量常可近似用泊松分布描述：

1．某产品的不合格点数；

2．一本书一页上的印刷错误数；

3．一手机某一时间段内收到的信息次数；

4．某放射物在一定时间内放射出的α粒子数；

5．一定的时间区间内进入某书亭的人数。

例2.2.5　设某公共汽车站单位时间内候车人数X服从参数为4.8的泊松分布。求；（1）随机观察1单位时间，至少有3个人候车的概率；（2）随机地独立观察5个单位时间，恰有4个单位时间至少有3人候车的概率。

解　（1）由题意知，X～π（λ），其中λ＝4.8则
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（2）设被观察的5个单位时间内有Y个单位时间是“至少有3个人候车”，则Y～B（5，p），其中p＝P｛X,≥3｝＝0.8575。那么
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例2.2.6　某地区一个月内每200个成年人中有1个会患上某种疾病，设各人是否患病相互独立。若该地区一社区有1000个成年人，求某月内该社区至少有3人患病的概率。

解　记p＝1/200，且设该社区1000人中有X人患病。由题意知，X～B（1000，p），记λ＝1000p＝5。利用（2.2.4）式，所要求的概率为
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例2.2.7　例2.2.6的计算可以通过Excel表单简单得出。先计算出P｛X≤2｝具体如下：在Excel表单的任一单元格输人“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入”[image: ]“函数（F）”[image: ]在选择类别的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“POISSON”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输人“X＝2，Mean＝5，Cumulative＝TRUE”，然后点“确定”[image: ]即在单元格中出现“0.124652019”。P｛X≥3｝＝1－P｛X≤2｝＝0.875347981。

（四）其他离散型随机变量

例2.2.8　一袋中共有N个球，其中有a个白球与b个红球（a＋b＝N）。从中不放回地取n（n≤N）个球，设每次取到各球的概率相等。若其中有X只白球，试写出X的概率分布律。

解　这是一个等可能概型，


[image: ]


其中[image: ]。

如果随机变量X具有形如（2.2.5）的概率分布律，则称X服从超几何（hypergeometric）分布。

例2.2.9　设独立重复试验中，每次试验有两个结果：[image: ]。每次试验中A出现的概率不变，记P（A）＝p，0＜p＜1，设直至A首次发生时所需的试验次数为X，求X的概率分布律。

解　参照§2.1的例2.1.1中求Y的概率分布律的方法，可知
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如果随机变量X具有形如（2.2.6）的概率分布律，则称X服从参数为p的几何（geometric）分布。


§2.3　随机变量的概率分布函数

前面我们介绍了离散型随机变量及其概率分布律。但实际上也有许多随机变量的取值是不可列的，因此就不能用概率分布律来描述其概率分布规律。例如，打靶时弹着点离开靶心的距离；一地区成年男子的身高；一批产品的寿命；在职职工个人月收入，等等，这些量均不可列，不是离散量。事实上，我们也不关心这类量取某一定值的概率，而是关心其落在某些区域的可能性大小。例如，我们可能会关心事件“打了8环以上”，“身高大于170cm”，“寿命大于1000小时且小于2000小时”，“职工月收入低于3000元”的概率。下面我们引入概率分布函数的概念。

定义2.3.1　设X为一随机变量，x为任意实数，函数
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称为随机变量X的概率分布函数，简称分布函数（distribution function）。

对任意的实数[image: ]，有


[image: ]


这说明X落在区间[image: ]的概率为两端点分布函数值之差。也就是说，如果X的分布函数F（x）已知，则可以求出事件[image: ]的概率。从这个意义上说明，F（x）能完整地描述X的概率分布。


[image: ]
图2.3.1


几何地来看分布函数，将X设想成一随机点，那么X落在区间（－∞，x］上的概率即为F（x）（如图2.3.1所示）。

当X为离散量时，设X的概率分布律为[image: ][image: ]。则X的分布函数为
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即F（x）为满足[image: ]的一切xi的相应的概率之和。

例2.3.1　随机变量X～0－1（p）分布，0＜p＜1。求（1）X的概率分布函数及其图形；（2）P｛X≥1｝的值。

解　（1）由题意知，X具有概率分布律
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那么X的分布函数为


[image: ]


（2）[image: ]。

概率分布函数的性质：

（1）F（x）单调不减；

这一点由（2.3.2）式即可知，当[image: ]，因此[image: ]。

（2）0≤F（x）≤1，且有[image: ]，简记为F（－∞）＝F（＋∞）＝1。

因为F（x）为事件｛X≤x｝的概率，所以有0≤F（x）≤l。

又可设想有实数数列[image: ]越小，事件[image: ]越来越接近不可能事件，故有F（－∞）＝0。用同样的方式可以理解F（＋∞）＝1。

（3）F（x＋0）＝F（x），即F（x）是右连续函数（证略）。


[image: ]
图2.3.2


例如本节例2.3.1中的F（x）（见图2.3.2）在x＝0，1点上为右连续，在其他点上均为连续函数。




[image: ]
图2.3.3


例2.3.2　设一醉汉在A，B两点间移动，A，B两点间的距离为3个单位。A，B两点有障碍物，他停留在A，B两点的概率均为1/4。设他离开A的距离为X，且落在A，B两点间任一区间的概率与区间长度成正比，求X的概率分布函数。



解　由题意知，P｛X＝0｝＝P｛X＝3｝＝1/4。

设比例常数为k，则


[image: ]


得k＝1/6。显然有，当：x＜0时，F（x）＝0；

当x＝0时，F（x）＝1/4；当x≥3时，F（x）＝l。而当0＜x＜3时，
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§2.4　连续型随机变量

接下来我们关注一类重要的非离散型随机变量——连续型随机变量。

定义2.4.1　对于随机变量X，若存在一个非负的实函数f（x），使X落在任一区域D上的概率
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则称X为连续型随机变量，简称连续量。称f（x）为X的概率密度函数（probability density function），简称密度。

由定义知，密度函数具有以下性质：

（1）f（x）≥0；

（2）[image: ]；

（3）X的概率分布函数[image: ]；

（4）在f（x）的连续点x处，[image: ]。

由（2.4.1）式可知X属于区域D的概率等于概率密度函数在区域D上的积分。令D＝［a，b］，则有
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上式中，若令a＝b，则有[image: ]

即，连续型随机变量取任一定值的概率为零。因此连续量落在开区间与相应的闭区间上的概率相等。

例2.4.1　设X为连续型随机变量，其密度函数为


[image: ]


求（1）常数c的值；（2）P｛X＜0.5｝的值。

解　（1）由概率密度的性质（2）可知，
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得c=3/2。
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例2.4.2　一电子产品的无故障工作时间X（以小时计）为连续型随机变量，其密度函数为


[image: ]


求（1）常数λ的值；（2）从大批该种产品中抽取3只，恰有一只无故障工作时间小于1050小时的概率。

解　（1）由于[image: ]，于是可得λ＝1/1000。

（2）注意到
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设3只产品中有Y只寿命小于1050小时，由题意知，Y～B（3，0.6321），那么所要求的概率即为
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例2.4.3　一银行服务需等待，设等待时间X（以分钟计）的概率密度为
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某人进了银行，且计划等下还要去办另一件事，故打算先等待，如果15分钟后还是没有等到服务就离开银行，设此人在银行实际等待时间为Y。（1）求Y的概率分布函数；（2）问Y是离散量吗？Y是连续量吗？

解　（1）由分布函数的定义知，Y的概率分布函数为
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显然，当y≤0时，F（y）＝0；当y≥15时，F（y）＝l；当0＜y＜15时，
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即


[image: ]


（2）因为Y的取值范围为［0，15］，Y的取值不可数，所以Y不是离散量。又[image: ][image: ]，即Y取定值15时概率不为零，所以Y亦不是连续量。因此Y是既非离散又非连续的随机变量。

本教材主要研究离散量与连续量。

下面我们研究几种重要的连续量。

（一）均匀分布

定义2.4.2　设随机变量X具有概率密度
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则称X服从区间（a，b）上均匀（uniform）分布，常记为X～U（a，b）。

显然上面的密度函数满足[image: ]。

根据密度函数的定义，可知X的概率分布函数为


[image: ]
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	均匀分布密度函数
	均匀分布分布函数



图2.4.1

设有实数c，l，满足[image: ]，则有


[image: ]


上式的值与c无关，即X落在区间［a，b］内任一长度为l的子区间的概率为子区间的长度与（b－a）的比（即几何测度之比），其概率与l成正比，而且仅依赖于子区间的长度，与子区间的位置没有关系。

例2.4.4　杭州某长途汽车站每天从早上6：00（第一班车）开始，每隔30分钟有一班车发往上海。设王先生在早上6：20过X分钟到站，且设X服从（0，50）上均匀分布。（1）求王先生候车时间不到15分钟的概率；（2）如果王先生一个月中有两次按此方式独立地去候车，求他有一次候车不到15分钟，另一次候车大于10分钟的概率。

解　X～U（0，50），由题意知，只有当王先生在图2.4.2中画阴影的时间区间内到达时，候车时间会小于15分钟，


[image: ]
图2.4.2


阴影区间的长度为25，所以
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（2）同样可知，如果王先生在6：30以后至6：50之间或7：00至7：10之间到达车站，则他的候车时间要大于10分钟，所以
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设


[image: ]


那么所要求的概率为
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（二）正态分布

正态随机变量是概率论与数理统计中最重要的随机变量。

定义2.4.3　设随机变量X具有概率密度
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其中参数[image: ]，则称X服从参数为（μ，σ）的正态（normal）分布，或简称X为正态量，记为[image: ]。

其相应的分布函数为
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显然，f（x）≥0。下面来证明[image: ]。

记[image: ]，作积分变量变换，令[image: ]，则


[image: ]


于是


[image: ]


通过将积分变量变换成极坐标形式，得
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这样就得到I＝1。

正态密度f（x）具有以下性质：

（1）f（x）关于x＝μ对称；

（2）[image: ]；

（3）[image: ]。


[image: ]
图2.4.3　正态分布概率密度


由图2.4.3所示的密度曲线图可知，X的取值是中间（μ附近）大，两头（离μ远的地方）小，而且是对称的（关于x＝μ）。

人们常称正态变量的参数μ为位置参数，因为μ给出了密度对称轴的位置及X的取值集中的位置；称σ为尺度参数，因为密度曲线的尺度（图形的形状）完全由σ决定（却与μ无关）。

σ越大，曲线峰越低，越扁平，X在μ附近取值的概率（即相应的曲边梯形的面积）越小，即X取值越分散，故σ是反映X取值分散程度的一个指标量。

特别地，当μ＝0，σ＝1时，若记这时的正态量为Z，Z～N（0，1），称Z服从标准正态分布（standard normal distribution），其概率密度为：



	[image: ]
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	标准正态概率密度
	标准正态分布函数



图2.4.4

其相应的分布函数为


[image: ]


显然标准正态密度关于y轴对称，由此可得，对于任一实数：x＞0
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同时，当[image: ]时，对于任意的实数a，b，a＜b，有
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作积分变量变换，令[image: ]，得


[image: ]


此时的被积函数为标准正态密度，故有


[image: ]


这样将正态变量的概率计算归结为标准正态分布函数值的计算问题。而这些数值可查本书附表2。

若[image: ]，由（2.4.5），（2.4.6）式可得
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当k＝1，2，3时，查附表2可得


[image: ]
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图2.4.5


可以发现，以上概率值与μ，σ的取值无关（总结在图2.4.5中）。

例2.4.5　用天平称一实际重量为a的物体，天平的读数为随机变量[image: ]。当σ＝0.01时，（1）求读数与a的误差小于0.005的概率；（2）求读数至少比a多0.0085的概率；（3）若重复称3次，求3次中恰有1次“读数与a的误差小于0.005”的概率。

解　（1）由（2.4.6）式，并查附表2，得
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（2）[image: ]；

（3）设3次中有Y次“读数与a的误差小于0.005”，则Y～B（3，0.3830），因此


[image: ]


例2.4.6　上例的计算中正态分布的值可以通过Excel表单简单得出。例如计算P（X－a＜0.0085），具体如下：在Excel表单的任一单元格输人“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入”[image: ]“函数（F）”[image: ]在选择类别的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“NORMDIST”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输人“X＝0.0085，Mean＝0，Standard_dev＝0.01，Cumulative＝TRUE”，然后点“确定”[image: ]即在单元格中出现“0.802337508”。

例2.4.7　设一天中经过一高速公路某一入口的重型车辆数X近似服从[image: ]，已知有25％的天数超过400辆，有33％的天数不到350辆，求μ，σ。

解　已知P｛X＞400｝＝0.25，P｛X＜350｝＝0.33，查表得


[image: ]


在自然界与社会现象中许多量可用（或近似用）正态量来描述，那些我们经常可以看到的（自然形成的）沙堆、谷堆、煤堆以及远处的某些山的轮廓线，常常会让人们联想到正态密度曲线。我们身边的许多量，如同一年龄段的人的身高，体重（但视力测量值不是正态量）；一个地区某一时段的降雨量；某公司普通职工的收入；医院里许多化验的指标量等等，一般均可将其视为正态量，在第五章中我们还可以看到正态量的更多应用。

（三）指数分布

定义2.4.4　设随机变量X具有概率密度


[image: ]


其中λ＞0，则称X服从参数为λ的指数（exponential）分布，记为X～E（λ）。

显然有[image: ]。

其相应的分布函数为


[image: ]


当X～E（λ）时，对任意的[image: ]，我们有


[image: ]


或写成[image: ]。

若将X看成某电子产品的寿命（以小时计），则（2.4.10）式可解释为：“在已知产品用了[image: ]小时没有坏的条件下，再用t小时不坏”的条件概率等于这产品“最初使用t小时不坏”的概率。形象地说这产品“忘却”了“已使用[image: ]小时”。所以常将（2.4.10）式形象地称作指数分布的“无记忆性”。


[image: ]
指数分布概率密度

图2.4.6


例2.4.8　设一地段相邻两次交通事故间隔时间（以小时计）X服从参数λ＝1/6.5的指数分布。（1）求8个小时内没有发生交通事故的概率；（2）已知已过去的8个小时中没有发生交通事故，求在未来的2小时内不发生交通事故的概率。

解　（1）X～E（λ），λ＝1/6.5，则


[image: ]


（2）由（2.4.10）式知


[image: ]


有人说指数分布的无记忆性不好理解，但看了例2.4.8（2）中的等式[image: ][image: ]后就有点感觉了吧！

例2.4.9　有编号为1，2，3的3个同类设备。已知它们正常运行时间均服从参数为λ的指数分布。现1号，2号设备已在一系统中独立运行，当其中1台损坏时由3号接替运行。求3个设备运行到最后的不是3号设备的概率。

解　不妨设1号先损坏，由于指数分布具有无记忆性，由3号接替后开始考虑2号再正常运行t单位时间的概率应与3号正常运行t单位时间的概率相等，所以得到“运行到最后的不是3号设备”的概率应为1/2。

（四）其他连续型随机变量

定义2.4.5　设随机变量X具有概率密度


[image: ]


其中参数α＞0，β＞0，则称X服从参数为（α，β）的Г（Gamma）分布，记为X～Г（α，β）。

（2.4.11）式中的[image: ]。特别地，当n为正整数时，有[image: ]。

定义2.4.6　设随机变量X具有概率密度


[image: ]


其中参数α＞0，γ＞0，则称X服从参数为（>α，γ）的二参数威布尔（Weibull）分布。

定义2.4.7　记随机变量X具有概率密度


[image: ]


其中参数a＞0，b＞0，则称X服从参数为（a，b）的β（Beta）分布，记为X～β（a，b）。


§2.5　随机变量函数的分布

在实际问题中，我们常会碰到已知一随机变量的分布，要求这一变量的函数的分布问题。例如，已知到达车站的时间服从某一区间上的均勾分布，要求候车时间的分布；已知半径测量值为正态分布，要求对应的圆面积的分布，等等。本节要研究一个随机变量函数的分布问题。即已知X的分布，Y＝g（X），要求Y的分布。下面先来看几个例题。

例2.5.1　抛一枚骰子，当点数不大于3时定义Y＝－1，当点数为4或5时定义Y＝0，当点数为6时定义Y＝l。且记Z＝Y2。（1）求Y的概率分布律；（2）求Z的概率分布律。

解　（1）设抛一枚骰子得到的点数为X。由题意知当且仅当｛X≤3｝发生时｛Y＝－1｝发生，我们称事件｛X≤3｝与事件｛Y＝－1｝等价。同理事件｛X＝4｝∪｛X＝5｝与｛Y＝0｝等价，事件｛X＝6｝与｛Y＝l）等价。故有


[image: ]


即


[image: ]


（2）由题意知[image: ]的可能取值为0，1。与（1）的解法相同，得


[image: ]


例2.5.2　设一商店某一批电子产品使用寿命（以小时计）X～E（λ），λ＝l/250。商店对该批产品实行先使用后付款的办法销售。若使用寿命小于100小时，顾客不用付费；若使用寿命大于100且小于250小时，顾客得付10元；若使用寿命大于250小时，则要付30元。求顾客付费的概率分布律。

解　设顾客付费的金额为Y元，Y的可能取值为：0，10，30。由题意知X～E（λ），λ＝1/250。由于电子产品使用寿命小于100小时，顾客不用付费，那么


[image: ]


同理可得


[image: ]


由例2.5.1，例2.5.2可知，若X的分布已知，Y＝g（X），且Y为离散量时，可先列出Y的可能取值[image: ]…然后找出事件[image: ]的等价事件[image: ]，从而求出Y的分布律[image: ]即可。另外，当Y＝g（X）为连续量时，我们总是先找出｛Y≤y｝，即｛g（X）≤y｝的等价事件[image: ]，从而求出Y的分布函数[image: ]。总之，求随机变量函数的分布问题实质上就是找等价事件问题。

例2.5.3　设随机变量X的概率密度为


[image: ]


Y＝X2，求Y的概率分布函数[image: ]及密度函数[image: ]。

解　由题意知，当i≤0时，[image: ]。

当0＜y＜9时，{Y≤y｝的等价事件为[image: ]。所以


[image: ]



[image: ]


例2.5.4　设X的概率密度为[image: ]。求Y与Z的概率密度[image: ][image: ]。

解　设Y与Z的分布函数分别为[image: ]。当y≤0时，显然有[image: ]。当y＞0时，有


[image: ]


当t≤0时，显然有[image: ]。当t＞0时，有


[image: ]


定理2.5.1　设X为一连续型随机变量，其概率密度为[image: ]，随机变量Y＝g（X），若函数y＝g（x）为一严格单调增函数（或减函数），且可微。记y＝g（x）的反函数为x＝h（y）。则Y的概率密度为


[image: ]


其中D为函数y＝g（x）的值域。

证明　先设y＝g（x）为一严格单调增函数，即g′（x）≥0，注意此时的h′（y）≥0。而Y的分布函数为


[image: ]


从而[image: ]。

若y＝g（x）为一严格单调减函数，即g′（x）≤0，此时并有h′（y）≤0。故Y的分布函数为


[image: ]


从而[image: ]。这样就证明了（2.5.1）式。

例2.5.5　随机变量[image: ]求Y的概率密度。

解　记y＝g（x）＝ax＋b，则其反函数为[image: ]。满足定理2.5.1的条件，故有


[image: ]


即[image: ]。特别地当[image: ]。

也就是说一个正态量的线性函数仍为正态量；特别地，当[image: ]是标准正态量。

例2.5.6　设连续型随机变量X的分布函数为F（x），且当0＜F（x）＜1时F（x）为严格单调函数，记Y＝F（X），证明：Y服从区间（0，1）上的均匀分布。

证明　由分布函数的性质知，0≤F（x）≤l，故Y的取值也属于区间［0，1］。显然有，当y≤0时，[image: ]。

当0＜y＜1时，


[image: ]


因为X的分布函数为F（x），故有


[image: ]


即


[image: ]


由[image: ]的表示式就知Y～U（0，1），命题得证。


思考题二

1．随机变量与实变量有什么区别？

2．取值充满一区间的量一定是连续量吗？

3．若随机变量X分布律为[image: ]，则X的分布函数是[image: ]，对吗？

4．设随机变量X，Y的概率密度分别为[image: ]，则以下可作为概率密度的是（　）

（A）[image: ]

（B）[image: ]

（C）[image: ]

（D）[image: ]

5．以下函数中能作为概率分布函数的是


[image: ]


6．设[image: ]，对任意的[image: ]的值仅与μ有关吗？仅与σ有关吗？还是与μ，σ都有关？

7．若一元件寿命服从指数分布，由指数分布的无记忆性，是否可认为这元件永远不会损坏？


习题二

1．从1，2，3，4，5，6，7这7个数中随机抽取3个数（不放回抽样），并将其从小到大排队，设排在中间的数为X，求X的概率分布律。

2．某电脑小游戏要依次独立地过3关，如果过不了关就结束。并规定过了第1，2关各得1分，过了第3关记为4分，第1关未过得0分。若设一玩者每关通过的概率为20％。

（1）写出此人得分数X的概率分布律；

（2）求此人得分数大于2的概率；

（3）已知此人得分不低于2，求此人得4分的概率。

3．某人买一种数字型体育彩票，每一注号码中大奖的概率为10-7。

（1）若每期买1注，共买了n期，求没有中大奖的概率；

（2）若每期买10注（号码全不同），共买了n期，求没有中大奖的概率。

4．某医院男婴的出生率为0.51，如果在该院随机找3名新生儿，求

（1）至少有1名男婴的概率；

（2）恰有1名男婴的概率；

（3）第1，第2名是男婴，第3名是女婴的概率；

（4）第1，第2名是男婴的概率。

5．一车辆从A地到B地要经过3个特殊地段，经过这3个地段时车辆发生故障的概率分别为[image: ]。设其余地段车辆不发生事故，且记X为从A地到B地发生的故障数，Y为首次发生故障时已通过的特殊地段数（如没有发生故障，则记Y＝3）。试分别写出X，Y的概率分布律。

6．从一批不合格品率为p（0＜p＜1）的产品中随机抽查产品。如果查到不合格品就停止检查，且最多查5件产品。设停止时已检查了X件产品。

（1）求X的概率分布律；

（2）求P｛X≤2.5｝的值。

7．要诊断可疑病人是否患有某种罕见疾病，常邀请国内5名著名专家会诊，当至少有3名专家认为其有病时就诊断其有病。设每位专家“有病诊断为无病”的概率为10％，“无病诊断为有病”的概率为20％，且专家诊断行为独立。可疑病人有病的概率为70％。

（1）求此人有病的条件下，诊断为有病的概率α及此人无病的条件下诊断为无病的概率β；

（2）求诊断正确的概率；

（3）此人被诊断为有病的概率。

8．（接第7题）若已知恰有3名专家意见一致，求诊断正确的概率。

9．某公交车站单位时间内候车人数服从参数为λ的泊松分布。

（1）若已知单位时间内至少有1人候车的概率为[image: ]，求单位时间内至少有2人候车的概率；

（2）若λ＝3.2，已知我们班有一位同学在那里候车，求这车站就他1人候车的概率。

10．设某手机在早上9：00至晚上9：00的任一长度为t（分）的时间区间内收到的短信数X服从参数为λt的泊松分布，[image: ]，且与时间起点无关。

（1）求10：00至12：00期间恰好收到6条短信的概率；

（2）已知在10：00至12：00期间至少有5条短信的条件下，求在该时段恰好收到6条短信的概率。

11．某大学定每年的5月份为教职工进行体检，根据以往的情况知，通过体检发现[image: ]的被检者患有重大疾病。已知有3000人参加今年的体检，求至少有2人被检出重大疾病的概率（可用泊松分布近似计算）。

12．设随机变量X具有以下性质：


[image: ]


（1）试写出X的概率分布函数；

（2）求P｛X≤2.5｝的值。

13．设随机变量X的概率密度为


[image: ]


（1）求常数c的值；

（2）求X的分布函数F（x）；

（3）求P｛－1＜X＜1｝的值；

（4）对X独立观察5次，求事件｛－1＜X＜1｝恰好发生2次的概率。

14．已知在早上7：00～8：00有两班车（7：30，7：50）从A校区到B校区，一学生在7：20～7：45随机到达车站乘这两辆车。

（1）求该学生等车时间小于10分钟的概率；

（2）该学生等车时间大于5分钟又小于15分钟的概率；

（3）已知其候车时间大于5分钟的条件下，求其乘上7：30的班车的概率。

15．从区间（－1，3）中随机取一数X，试写出X的概率密度函数；若在该区间随机取n个数，设其中有Y个数大于0，求P｛Y＝k｝，k＝0，1，2，…，n的值。

16．设随机变量X服从[image: ]，其中μ＝5，σ＝1。求：


[image: ]


17．设A君的年收入扣除日常必需的花费后的余额（以万元计）X服从N（2.3，0.25），且往年没有积蓄，也不打算借贷，今年他计划至少花3万元买些中高档家电，你说他能实现自己计划的概率有多大？

18．设一地区的青年男子身高（以cm计）X服从N（170，5.02）。今在这地区随机找一青年男子测身高。求：

（1）身高大于170cm的概率；

（2）身高大于165cm且小于175cm的概率；

（3）身高小于172cm的概率。

19．设系统电压小于200伏，在区间［200，240］伏和超过240伏3种情况下，系统中某种电子元件不能正常工作的概率分别为0.1，0.001，0.2。设系统电压X服从N（220，252）。

（1）求该电子元件不能正常工作的概率α；

（2）该电子元件不能正常工作时，求系统电压超过240伏的概率β；

（3）若一系统有3个这种元件，且若至少有2只正常时系统运行正常，求该系统运行正常的概率θ。

20．设随机变量Z服从标准正态分布，对于实数：x0，若[image: ]，则称x0为标准正态分布的上侧α分位点，常记[image: ]。试用上侧分位点表示满足以下条件的常数a，b，c，[image: ][image: ]。

21．设随机变量X服从N（15，4），X落在区间[image: ]中的概率之比为50：34：16，求[image: ]的值。

22．设随机变量X的概率密度为[image: ]。试求：

（1）常数a的值；

（2）[image: ]的值。

23．设银行的某一柜台一位顾客的服务时间（以分计）服从参数λ＝1/8的指数分布，在A到达时恰好有1人先于其到达，设A的等待时间为X。

（1）写出X的概率密度；

（2）求A等待时间超过10分钟的概率；

（3）求等待时间大于8分钟且小于16分钟的概率。

24．设甲，乙两厂生产的同类型产品寿命（以年计）分别服从参数为1/3和1/6的指数分布，将两厂的产品混在一起，其中甲厂的产品数占40％。现从这批混合产品中随机取一件产品。

（1）求该产品寿命大于6年的概率；

（2）若已知该产品使用了6年仍未坏，求该产品再使用2年不坏的概率。

25．以X表示某商店早晨开门后直到第一个顾客到达的等待时间（以分计），X的概率分布函数为


[image: ]


（1）求X的概率密度函数f（x）；

（2）求P｛5＜X＜10｝的值；

（3）求某一周（7天）至少有6天等待时间不超过5分钟的概率。

26．设一批电子元件寿命X（以小时计）的概率密度函数为


[image: ]


某人买了3只元件试用。若至少有2只寿命大于150小时，则下次再买此类元件。求

（1）这3只元件中恰好有2只寿命大于150小时的概率；

（2）这个人会再买的概率。

27．某次游戏向每个玩者发5个球，向目标投掷，投中2次就结束投球。若每次投中的概率均为p＝0.7，且每次投掷是相互独立的。设X为结束时的投球次数，规定当X＝2时得10分，X＝3时得8分，X≥4时得2分，记Y为得分数。试写出Y的概率分布律。

28．已知随机变量X的概率密度函数为


[image: ]


（1）求常数c的值；

（2）设Y＝3X，求Y的概率密度；

（3）设Z＝｜X｜，求Z的概率分布函数及概率密度。

29．设在（0，t］时间区间内进入某商店的顾客数N（t）服从参数为λt的泊松分布，且设先后两个顾客进入的间隔时间为T，（l）求T的概率分布函数。（2）求[image: ]的值，其中[image: ]。

30．从区间（0，1）上随机取一数X，记[image: ]为自然数），求Y的概率密度。

31．设随机变量X服从在[image: ]上的均匀分布，Y＝cosX，求Y的概率分布函数。

32．设随机变量[image: ]的概率密度。

33．设随机变量X的概率密度为


[image: ]


已知P｛X＜l｝＝1/3。

（1）求常数a，b；　（2）设[image: ]，求Y的概率密度函数[image: ]。

34．设随机变量[image: ]。（1）求Y的概率密度；（2）求Z的概率密度。


第三章　多元随机变量及其分布

在第二章中，我们研究了单个随机变量的概率分布问题，但许多随机现象用一个变量来描述是不够的，例如要预报明天的天气状况，就要观察与预测许多个随机变量（如：温度、湿度、风力，等等）的变化情况，又比如要制定一地区成年男子衬衣（大、中、小号的尺寸）标准，就需要研究这些人的衣长、袖长、领围、肩宽、胸围，等等随机变量以及这些量之间的关系。所以研究多元随机变量是必需的。本教材将较深入地研究二元随机变量，可能时可以将这些方法用于研究多元随机变量。

设一随机试验E，其样本空间为S＝｛e），定义随机变量X＝X（e），Y＝Y（e），称向量（X，Y）为二元随机向量或称二元随机变量。


§3.1　二元离散型随机变量

定义3.1.1　若二元随机变量（X，Y）的取值有限或可列，则称（X，Y）为二元离散型随机变量或称二元离散量。

（一）二元离散量的联合分布

设二元离散量（X，Y）的可能取值为[image: ]，与一元离散量相似，称


[image: ]


为（X，Y）的联合概率分布律或简称联合分布律。上式亦可用列表的方式表示。

联合分布律满足[image: ]。

由概率的性质知（1）成立，又[image: ]是样本点，所以两两不相容，且其全体构成一样本空间，故（2）亦成立。

例3.1.1　一袋中有5个白球，1个红球和2个黑球。每次摸1球，不放回抽样3次。设3次中有X次摸到白球，Y次摸到红球，求（X，Y）的联合概率分布律。

解　由题意知，X的可能取值为0，1，2，3，Y的可能取值为0，1。记[image: ][image: ]，则（下式中[image: ]即为组合数[image: ]）


[image: ]


（二）二元离散量的边际分布

设二元离散量（X，Y）的联合分布律为[image: ][image: ]，故有


[image: ]


同样可得


[image: ]


注：符号“[image: ]”表示“记为”。

显然有，[image: ]，即（3.1.2）及（3.1.3）满足分布律的性质，它们分别是随机变量X与Y的概率分布律，分别称为关于X及关于Y的边际分布律或边缘分布律。用列表的方法来表示联合及边际分布更能理解其字面的意义。


[image: ]


上表内第i行（或第j列）累计后记作[image: ]，上表列在联合分布律表的边上的这一列（或一行）恰是X（或Y）的分布律，故称其为边际分布律。

例3.1.2　设一群体80％人不吸烟，有15％的人少量吸烟，5％的人吸烟较多，且已知近期他们患呼吸道疾病（以下简称患病）的概率分别为5％，25％，70％。记


[image: ]


求：（1）（X，Y）的联合分布与边际分布；（2）求患病人中吸烟的概率。

解　（1）记[image: ]。由题意知，X的边际分布律为


[image: ]



[image: ]



[image: ]


（2）要求的概率为


[image: ]


即患病的人中有近65％的人吸烟。

（三）二元离散量的条件分布

从上面的例3.1.2（2）可以看到，研究二元离散量的条件概率是有趣和必要的。下面我们就来研究一下二元离散量的条件分布问题。

设二元离散量（X，Y）的联合分布律为[image: ]，

则当[image: ]时，


[image: ]


同理可得，当[image: ]时，


[image: ]


称（3.1.4）（或（3.1.5））式为给定[image: ]的条件下X（或Y）的条件分布律。

（3.1.4）式中显然有[image: ]。同样，（3.1.5）式中有[image: ][image: ]。亦即（3.1.4）及（3.1.5）式满足分布律的性质。

例3.1.3　设二元离散量（X，Y）的联合概率分布律为


[image: ]


且已知[image: ]求：（1）a，b的值；（2）｛X＝2｝的条件下Y的条件分布律；（3）｛X＋Y＝2｝的条件下X的条件分布律。

解　（1）[image: ]。由联合分布律的性质知，a＋b＋0.6＝1，得b＝0.4。

（2）P｛X＝2｝＝0.1＋0.1＋b＝0.6。那么｛X＝2｝的条件下Y的条件分布律为


[image: ]


也可以写为


[image: ]


（3）P｛X＋Y＝2｝＝P｛X＝2，Y＝0｝＋P｛X＝1，Y＝1｝＝0.3，那么


[image: ]


例3.1.4　设一单位送客车上车人数X服从参数为λ的泊松分布，每个人行动独立，每个上车人在中途下车（没有坐到终点站）的概率为p，0＜p＜1，设中途只下不上，并记中途下车的人数为Y。求（X，Y）的联合分布律，X与Y的边际分布律以及条件分布律。

解　已知[image: ]。且由题意知，当m＝0，1，2，…时，


[image: ]


即[image: ]。


[image: ]


例3.1.5　一种叫“排列3”的彩票：每次从0～9这10个数中随机取一个数，共取3次，得3个数的一个排列作为一期彩票的大奖号码。王先生每一期去买10个不同排列的号码。设X为他首次中大奖时已买的彩票期数，Y表示第2次中大奖已买彩票的期数。（1）求（X，Y）的联合分布律；（2）已知他买了100期时第2次中大奖，求X的条件分布律。

解　（1）由题意知，每一个号码中大奖的概率为1/103。买10个不同号码，中大奖的概率为1/100。记p＝1/100。

设Ai＝｛王先生买了第i期彩票中大奖｝，i＝1，2，…则


[image: ]


即当已知王先生在买了100期彩票时第2次中大奖，则第1次中大奖在前99期中是等可能的。


§3.2　二元随机变量的分布函数

在§3.1中我们研究了二元离散型随机变量的联合分布律，边际分布律与条件分布律。对二元随机变量的分布函数，我们同样要研究这三方面的内容。

（一）二元随机变量的联合分布函数

定义3.2.1　设二元随机变量（X，Y），对于任意的实数x，y，称函数


[image: ]



[image: ]
图3.2.1


为（X，Y）的联合分布函数。

若将（x，y）看作随机点的坐标，则分布函数F（x，y）即为（x，y）落在图3.2.1阴影部分区域的概率。

与一元随机变量的分布函数一样，相应地，F（x，y）具有以下性质：

（1）当给定[image: ]关于y单调不减；当给定[image: ][image: ]关于x单调不减。

（2）[image: ][image: ]。

（3）[image: ]关于x右连续，关于y右连续。（证略）

（4）当实数[image: ]时，


[image: ]


性质（1），（2）可参照一元变量的分布函数相应性质的证明方法进行证明。

为了证明性质（4），设[image: ]。易知[image: ]。从而


[image: ]


（二）二元随机变量的边际（边缘）分布函数

在§3.1中我们称单个变量的概率分布律为边际分布律，在此我们同样称单个随机变量的分布函数为边际分布函数。

记二元变量（X，Y）的联合分布函数为F（x，y），X，Y的边际分布函数为[image: ]，则


[image: ]


同理，[image: ]。即，二元随机变量的边际分布函数是联合分布函数当另一个变量趋向于＋∞时的极限函数。

以后我们不一一说明地常用[image: ]表示X，Y的边际分布函数，用F（x，y）表示（X，Y）的联合分布函数。

（三）条件分布函数

设（x，y）为二元离散量，当[image: ]时，称函数


[image: ]


为[image: ]条件下Y的条件分布函数。

设（X，Y）为二元连续量（下一节介绍），当任意固定[image: ]时，称函数


[image: ]


为｛X＝x｝条件下Y的条件分布函数。

条件分布函数具有分布函数的所有性质。

例3.2.1　一袋中有a个白球，b个红球，记a＋b＝n。每次从袋中任取一球，不放回抽样，设


[image: ]


（1）试写出[image: ]的联合分布函数[image: ]的边际分布函数[image: ][image: ]写出当[image: ]的条件分布函数[image: ]。

解　记[image: ][image: ]。由第一章的例1.3.2，可知[image: ]。

当[image: ]，因此


[image: ]


于是可得[image: ]的联合分布律如下：（记N＝n（n－1））


[image: ]


那么[image: ]的联合分布函数F（x，y）为


[image: ]


（2）[image: ]有两种求法。方法一，由[image: ]的边际分布律求[image: ]；方法二，可由[image: ][image: ]。现采用方法二。


[image: ]


（3）由[image: ]的联合分布律可知，在[image: ]的条件下，[image: ]的条件分布律为


[image: ]


所以所要求的条件分布函数为


[image: ]



§3.1　二元连续型随机变量

（一）二元连续量的联合分布

定义3.3.1　设（X，Y）为二元随机变量，若存在二元函数f（x，y）≥0，对任意的二维空间的集合D，有


[image: ]


则称（X，Y）为二元连续型随机变量，简称二元连续量。称f（x，y）为（X，Y）的联合概率密度，简称联合密度。

f（x，y）具有以下性质：（其中F（x，y）为（X，Y）的联合分布函数）


[image: ]


（4）在f（x，y）的连续点上有


[image: ]


由连续量的定义可知，二元连续量（X，Y）落在一面积测度为零的区域上的概率为零，特别地落在一条曲线上的概率为零。

由f（x，y）的性质（4）知，在f（x，y）的连续点处有


[image: ]


这表明（X，Y）的联合密度为（X，Y）落入矩形区域[image: ][image: ]的概率与该区域面积之比，当[image: ]时的极限值，这与物理量质量面密度是相通的。且当[image: ]充分小时，可得


[image: ]


即（X，Y）落在矩形区域D上的概率近似等于[image: ]，同时也表明f（x，y）是描述二元变量（X，Y）落在点（x，y）附近的概率大小的一个量。

例3.3.1　设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


其中[image: ]。（1）求常数c；（2）求（X，Y）的联合分布函数；（3）求[image: ]。

解　（1）由联合概率密度性质（3）可知


[image: ]


得c＝15。


[image: ]
图3.3.1


（2）[image: ]，那么显然当x≤0或y≤0时，F（x，y）＝0；当x≥1且y≥1时，F（x，y）＝1。


[image: ]
图3.3.2


当[image: ]（如图3.3.2）时，


[image: ]



[image: ]
图3.3.3


当[image: ]（如图3.3.3）时，


[image: ]


同理可得，当0＜x＜1，y＞x时，


[image: ]


即


[image: ]


（3）记[image: ]，则


[image: ]


亦可，


[image: ]


（二）二元连续量的边际分布

设（X，Y）为二元连续量，F（x，y），f（x，y）分别为（X，Y）的联合分布函数及联合密度函数，称单个随机变量X（或Y）的密度函数为X（或Y的边际密度函数，且常分别用[image: ][image: ]表示。由于


[image: ]


那么由连续型随机变量的定义知，X为连续量，且X的概率密度函数为


[image: ]


即边际密度为联合密度关于另一个变量在（－∞，＋∞）上的积分。

例3.3.2　设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）求P｛X＋Y≥1｝的值；（2）求X的边际密度[image: ]；（3）求P｛X＞l/4｝的值。

解　（1）由题意得，


[image: ]


（2）当[image: ]时，


[image: ]


当[image: ]。

（3）由题意得，


[image: ]


（三）二元连续量的条件分布


[image: ]
图3.3.4


设（X，Y）为二元连续量，由条件分布函数的定义知，


[image: ]


在一定的条件下，[image: ]，

且


[image: ]



[image: ]


因此我们有下面的定义：

定义3.3.2　设（X，Y）为二元连续量，f（x，y）为（X，Y）的联合密度函数，[image: ]为X，Y的边际密度函数。给定｛X＝x｝的条件下，Y的条件密度函数为


[image: ]


同样有


[image: ]


条件密度具有以下性质：（以[image: ]为例）


[image: ]


（4）给定x，当[image: ]在y处连续时，


[image: ]


以后，我们不一一说明地常用f（x，y）表示（X，Y）的联合密度，用[image: ]分别表示X，Y的边际密度。

例3.3.3　设有一件事需甲，乙两人先后接力完成，完成时间要求不能超过30分钟。先由甲工作，再由乙接着干。设甲干了X（分钟），甲，乙两人共干了Y分钟，且设X服从（0，30）的均匀分布，Y服从（X，30）的均匀分布。（1）求（X，Y）的联合密度；（2）求条件密度[image: ]；（3）当已知花了25分钟完成此事，求甲干的时间不超过10分钟的概率。

解　由题意知，X～U（0，30），即[image: ]由题意知，当甲干了x分钟结束时，Y服从（x，30）的均匀分布，故有，当0＜x＜30时，


[image: ]


由（3.3.4）知，


[image: ]


（2）由于[image: ]，所以当0＜y＜30时，


[image: ]


当y取其他值时，[image: ]。

因此，当0＜y＜30时


[image: ]


（3）由题意知，所要求的是P｛X≤10｜Y＝25｝。当y＝25时，


[image: ]


因此


[image: ]


下面介绍两个重要的连续量。

定义3.3.3　设二元随机变量（X，Y）在二维有界区域D上取值，且具有联合概率密度


[image: ]


则称（X，Y）服从D上均匀分布。

若D1是D的一个子集，则可得到[image: ]


[image: ]


定义3.3.4　设二元随机变量（X，Y）具有联合概率密度（式中[image: ]


[image: ]


其中[image: ]，则称（X，Y）服从参数为[image: ]的二元正态分布，记为[image: ]。

例3.3.4　设二元随机变量（X，Y）在[image: ]上均匀分布。（1）求关于X，Y的边际密度[image: ]；（2）求给定X＝x（0＜x＜1）的条件下Y的条件密度；（3）求P｛Y≤X｝的值。

解　（1）因为（X，Y）在D上均勾分布，故（X，Y）具有联合密度为


[image: ]


又[image: ]，那么显然，当x≤0或x≥1时，[image: ]时，


[image: ]


即


[image: ]


（2）当0＜x＜1时，


[image: ]



[image: ]
图3.3.5


（3）由图3.3.5知，[image: ]，其中[image: ]。

D1的面积[image: ]，D的面积[image: ]，故[image: ]。

例3.3.5　设二元随机变量（X，Y）服从[image: ]分布。（1）求关于X，Y的边际密度[image: ]；（2）求条件密度[image: ]。

解　（1）记[image: ]，则


[image: ]


作积分变量变换，令[image: ]，则


[image: ]


即[image: ]。同理可得[image: ]。

（2）根据条件密度的定义，知


[image: ]


同理可得


[image: ]


即当[image: ]时，X，Y的边际分布也是正态分布，[image: ]。当给定X＝x的条件下，Y的条件分布亦为正态分布，此时Y服从[image: ][image: ]。当给定Y＝y时，X的条件分布为[image: ]。


§3.4　随机变量的独立性

先回忆一下，在第一章中，两随机事件A，B独立的定义：当[image: ]时，称A，B相互独立。对于两个随机变量X，Y，有下面定义：

定义3.4.1对于任意两个实数集合[image: ]，有


[image: ]


则称随机变量X，Y相互独立，简称X，Y独立。

利用概率的三条公理可知，当且仅当对任意实数x，y，有


[image: ]


即为[image: ]时X，Y相互独立。　（3.4.2）

也就是说“对于任意的实数（x，y），（X，Y）的联合分布函数F（x，y）都等于X与Y的边际分布函数[image: ]的乘积”可以作为变量x与Y独立的等价定义。

特别地，当（X，Y）为二元离散量时，设X，Y的可能取值为[image: ]，X与Y相互独立的定义等价于：对于任意的实数[image: ]，都有


[image: ]


当（X，Y）为二元连续量时，由（3.4.2）式得，对于任意的实数x，y，有


[image: ]


由微积分知识知，两边积分处处相等，被积函数不一定要处处相等，即可以在面积为零的区域不相等。也就是说，被积函数除了面积为零的区域外处处相等，这种相等，我们称为几乎处处相等，即


[image: ]


几乎处处成立为连续量X，Y相互独立的等价定义。

当（X，Y）为二元离散量时，由（3.4.3）知，若存在[image: ]使得[image: ][image: ]，则X与Y不独立；当（X，Y）为二元连续量时，若存在一个面积不为零的区域D0，使得[image: ]，则X与Y亦不独立。

由（3.4.1）式可知，对任意集合[image: ]时，X，Y独立的定义亦可写成


[image: ]


由独立的定义知，§3.1的例3.1.2中X与Y不独立。因为


[image: ]


也就是吸烟的多少与患呼吸道疾病是有关的，不独立的。

再如§3.3的例3.3.4中的X，Y亦不独立，因为当0＜x＜l时，[image: ]。

特别地，若（X，Y）为二元正态量，由本章§3.3例3.3.5知，X与Y相互独立的充分必要条件为ρ＝0。因为当且仅当ρ＝0时，（3.4.4）式成立。

在实际问题中，当一个变量的取值不影响另一个变量取任何值的概率时，常认为这两个变量独立。


[image: ]
图3.4.1


例3.4.1　设在a地与B地间的距离（以公里计）为l（l＞1）的公路上有一辆急修车，急修车所在的位置是随机的。行使中的车辆抛锚地点也是随机的。求急修车与抛锚车的距离小于0.5公里的概率。

解　设急修车离A地的距离为X，抛锚车离A地的距离为Y。由题意知，x与y独立，且均在（0，l）上均勾分布。所要求的概率为


[image: ]


定理3.4.1　二元连续量X，Y相互独立的充要条件是X，Y的联合密度f（x，y）几乎处处可写成x的函数m（x）与y的函数n（y）的乘积，即


[image: ]


证明　先证必要性。当X，Y独立时，由（3.4.4）式知，下式几乎处处成立


[image: ]


记[image: ]。

再证充分性。当[image: ]时，由密度函数的性质知


[image: ]


记[image: ]，那么ab＝1。再结合边际密度与联合密度函数的关系，可得


[image: ]


同理得，[image: ]。所以


[image: ]


那么由（3.4.4）式知X，Y相互独立。

例3.4.2　问在下面两种情况下，X与Y独立吗？

（1）设（X，Y）的联合密度为[image: ]

（2）设（X，Y）的联合密度为[image: ]

解　（1）记[image: ]


[image: ]


故X，Y独立。

（2）由于f（x，y）不能分解成x的函数与y的函数的乘积，故X，Y不独立。从另一角度来看，我们可以求得X，Y的边际密度分别为


[image: ]


故当[image: ]。那么由（3.4.4）知，也可知X，Y不独立。

以上关于二元随机变量的一些概念，容易推广到n元随机变量的情形。

例如：联合分布函数的概念，n元随机变量[image: ]的联合分布函数为


[image: ]


其中[image: ]为任意的实数。

关于边际分布函数，以下举例说明，其他情形可举一反三。例如：


[image: ]


当n＞2时，有[image: ]的联合边际分布函数


[image: ]


类似地，也可以定义n元离散量与n元连续量。当[image: ]的取值至多可列时，称[image: ]为n元离散量；若对任意n维空间的集合D，存在非负函数[image: ]，使得


[image: ]


成立，则称[image: ]为n元的连续型随机变量，简称n元连续量，其中的[image: ]称之为[image: ]的联合概率密度。

关于边际概率密度，类似地有，例如：


[image: ]


等等。

若对于任意的实数集[image: ]，有


[image: ]


则称[image: ]相互独立。

也即对任意的实数[image: ]，有


[image: ]


则称[image: ]相互独立。

当[image: ]为n元离散量时，亦有如（3.4.3）类似的独立的等价定义，当[image: ][image: ]为n元连续量时，亦有如（3.4.4）式相类似的独立的等价定义。

定义3.4.2　设[image: ]分别为m元，n元的随机变量，分别用[image: ]记它们的联合分布函数。再记[image: ][image: ]的联合分布函数。

对任意的实数[image: ]，若有


[image: ]


则称两向量组[image: ]相互独立。

例3.4.3　在n次独立重复的试验中，设每次试验有4个结果：[image: ]。且每次试验[image: ]发生的概率不变。设[image: ]。再设在n次试验中[image: ]发生[image: ]的值；（2）在给定[image: ]的条件下求[image: ]的条件分布律；（3）在给定[image: ]的条件下求[image: ]的条件分布律。

解　（1）与n重贝努里试验及二项分布的讨论一样，可知事件


[image: ]


共有n!/（n1！n2！n3！n4！）种方式数。而每个Ai在确定的ni次发生的概率为[image: ]，故有


[image: ]


（2）由题知


[image: ]


上面运算用到等式


[image: ]


所以[image: ]。

故当n1＝0，1，…，n时，


[image: ]


（3）先求（X1，X2）的边际分布


[image: ]


那么当[image: ]时，


[image: ]


即当给定[image: ]的条件下，X3的条件分布为[image: ]。

例3.4.4　一咨询台有A，B两个窗口，设每个顾客服务时间服从参数为λ的指数分布。有一天一开门，A窗口有一个人要求服务。B窗口有两人排队要求服务，设每人服务时间相互独立，求B窗口两人先于A窗口1人结束服务的概率。

解　设A窗口一人的服务时间为X1，B窗口的两个人的服务时间分别为X2，X3，由题意知，X1，X2，X3相互独立。所要求的概率即为


[image: ]


其中，[image: ]的联合密度，由题意知，


[image: ]



§3.5　二元随机变量函数的分布

在第二章的§2.5中我们研究了一元随机变量的函数的分布问题，并提到了求一元随机变量函数的分布问题实质是找等价事件。其实求二元随机变量函数的分布问题实质上也是寻找等价事件。当然求二元随机变量函数的分布问题较为复杂，下面我们将对一些特殊的形式进行详细的讨论。

（一）Z＝X＋Y的分布

在这一部分中，我们将研究已知二元随机变量（X，Y）的概率分布，求Z＝X＋Y的概率分布问题。

若（X，Y）为二元离散量，设[image: ]，设Z的可能取值为z1，z2，…，zk，…，则显然有


[image: ]


特别地，当X与Y相互独立时，（3.5.1）与（3.5.2）式就可写成


[image: ]


若（X，Y）为二元连续量，设（X，Y）的联合密度为f（x，y），则Z的概率分布函数为


[image: ]


作积分变量变换[image: ]


[image: ]
图3.4.2


这样的变换下可知dxdy＝dudv，所以


[image: ]


从而，


[image: ]


若作的积分变换为[image: ]，通过同样的计算可得


[image: ]


特别地，当X，Y相互独立时，（3.5.5）式与（3.5.6）式就可写成


[image: ]


例3.5.1　设X～π（λ1），Y～π（λ2），X，Y相互独立。若Z＝X＋Y，求Z的概率分布律。

解　由题意知，


[image: ]


即Z～π（λ1＋λ2）。也就是说，两个独立的泊松分布的随机变量的和仍服从泊松分布，其参数为两个随机变量的参数之和。

用数学归纳法可以证明：n个独立的服从泊松分布的随机变量的和仍服从泊松分布，其参数为n个变量的参数之和。

例3.5.2　设[image: ]，X，Y独立，Z＝X＋Y，求Z的概率密度。


[image: ]


对上式积分作积分变量变换，令u＝x－t/（l＋σ2），可知du＝dx，从而可知，此积分值为与t无关的常数，暂且记作a，

得[image: ]

有上式可知　[image: ]。

若当[image: ]，X，Y独立时，


[image: ]


由例2.5.5知　[image: ]，

由例3.5.2知　[image: ]

再由例2.5.5可得　[image: ]。

用数学归纳法可证，n个独立的正态量之和仍为正态量。

即若，X1，X2，…，Xn独立，且[image: ]。

进一步可以证明：n个独立的正态量的线性组合仍为正态量。

例3.5.3　设某服务台顾客等待时间（以分计）X服从参数为λ的指数分布，接受服务的时间Y服从（0，20）上的均匀分布，且设X，Y独立。记顾客在服务台的总时间为Z，即Z＝X＋Y。（1）求Z的概率密度函数fZ（t）；（2）设λ＝l/20，求总时间不超过45分钟的概率。

解　由题意知，


[image: ]


因为X，Y独立，所以X，Y的联合概率密度为


[image: ]


方法一：利用（3.5.5）式，


[image: ]



[image: ]



[image: ]
图3.5.1


由图3.5.1知，当t≤0时，FZ（t）＝0；

当0＜t＜20时，[image: ]；

当t≥20时，[image: ]。


[image: ]
图3.5.2


方法二：可先求Z的分布函数，再求FZ（t）。由于FZ（t）＝P｛X＋Y≤t｝，由图3.5.2知，当t≤0时FZ（t）＝0。

当0＜t＜20时，


[image: ]


当t≥20时，


[image: ]


从而


[image: ]


（2）方法一：利用（1）中的方法二求出FZ（t）可知，当λ＝l/20时，


[image: ]


方法二：可由Z的密度函数来计算得到：


[image: ]


例3.5.4　设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]



[image: ]
图3.5.3


解　由（3.5.5）式可知[image: ]，而且由（X，Y）的联合概率密度及定理3.4.1知，X，Y不独立，且
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显然，当t≤0或t≥2时，fZ（t）＝0；


[image: ]



[image: ]


例3.5.5　某人一天做两份工作，一份工作得到的酬金X具有概率分布律[image: ]，另一份工作的酬金Y服从N（15，4）。设X，Y独立，记一天酬金总数为Z，Z＝X＋Y。（1）求Z的概率密度；（2）求一天酬金多于30的概率。

解　（1）先求Z的概率分布函数，利用全概率公式
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因为X与Y独立，故有


[image: ]


（2）我们有


[image: ]


（二）M＝max（X，Y），N＝min（X，Y）的分布

记X，Y的联合分布函数为F（x，y），且记FX（t），FY（t）分别为X，Y的分布函数。

先来讨论M的分布函数，由M的定义可知


[image: ]


特别地，当X与Y独立时，


[image: ]


再讨论N的分布函数


[image: ]


特别地，当X与Y独立时，


[image: ]


以上结果容易推广到n个变量的情形。特别地，设X1，X2，…，Xn为n个相互独立的随机变量，相应的分布函数分别为F1（x1），F2（x2），…，Fn（xn），记M＝max（X1，X2，…，Xn），N＝min（X1，X2，…，Xn），则有


[image: ]


例3.5.6　一批元件的寿命服从参数为λ的指数分布，从中随机地取4件，其寿命记为X1，X2，X3，X4，由于是随机抽取，故这4个元件的寿命相互独立。记[image: ][image: ]。（1）求N，M的概率分布函数及概率密度函数；（2）将4个元件如图连接成一系统，求系统寿命大于t0（t0＞0）的概率。


[image: ]
图3.5.4


解　（1）由于X1，X2，X3，X4相互独立且均服从参数为λ的指数分布，故当t＞0时，


[image: ]


（2）设系统寿命为T，则T＝min［max（X1，X2），X3，X4］，那么对t0＞而言，有


[image: ]



思考题三

1．若已知二元随机变量（X，Y）的联合概率分布就决定了X及Y的边际概率分布；反之，若已知X及Y的边际概率分布就可决定（X，Y）的联合概率分布，对吗？若不对，请给出正确的说法。

2．设随机变量X与Y同分布，则以下说法正确吗？

（1）P｛X＝Y｝＝l；

（2）P｛X＋Y＝2X｝＝1；

（3）X与Y有相同的概率分布函数；

（4）X与Y可以有不同的概率分布函数。

3．设二元连续量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


则（X，Y）的联合分布函数为


[image: ]


对吗？

4．设（X，Y）为二元连续量，则以下等式正确吗？

（1）[image: ]；

（2）[image: ]；

（3）[image: ]；

（4）[image: ]。

5．当（X，Y）为二元离散量时，若存在点（x0，y0）使[image: ]，则X与Y不独立，对吗？当（X，Y）为二元连续量时，若存在一点（x0，y0）使[image: ]，则X与Y不独立，对吗？


习题三

1．有两个口袋均放着3个红球，2个白球，今从两口袋中同时摸出1球互换（设每个口袋摸到每个球的概率相等）。记X，Y分别为两袋中互换球后的红球数，求（X，Y）的联合分布律及关于X的边际分布律。

2．设二元随机变量（X，Y）的联合概率分布律为


[image: ]


且已知事件｛X＝0｝与事件｛X＋Y＝1｝相互独立，求常数a，b的值。

3．设二元随机变量（X，Y）的联合概率分布律为


[image: ]


已知P｛Y≤0｜X＜2｝＝0.5，及P｛Y＝l｝＝0.5，求a，b，c的值及X，Y的边际分布律。4．设随机变量X，Y的概率分布律分别为


[image: ]


且已知P｛X＝0，Y＝0｝＝P｛X＝1，Y＝1｝＝0.1。

（1）试写出（X，Y）的联合概率分布律；

（2）写出在｛X＝0｝的条件下Y的条件分布律。

5．将一枚均匀的硬币抛3次，记X为3次中正面的次数，Y为3次中正面次数与反面次数之差的绝对值。

（1）求（X，Y）的联合分布律及边际分布律；

（2）写出｛Y＝l｝的条件下X的条件分布律。

6．某公司出钱为职工订报，每位职工可以从A，B，C3份报中任订一份，已知有2/3的女职工决定订A报，有3/5的男职工决定订B报，余下的人在3份报中随机选一份。公司男、女职工各占一半。从该公司中随机找一职工，记


[image: ]


（1）试写出（X，Y）的联合概率分布律；

（2）求Y的边际分布律；

（3）求｛Y＝l｝的条件下，X的条件分布律。

7．设某路段单位时间内发生的交通事故数X服从参数为λ的泊松分布，其中因超速引起的占总事故数的10％。设因超速引发的事故数为Y。

（1）求（X，Y）的联合分布律；

（2）求Y的边际分布律。

8．设一大型设备单位时间内发生的故障数X具有概率分布律


[image: ]


每次故障以概率p带来损失a（万元）。设Y为该设备在单位时间内的损失（以万元计）。

（1）求（X，Y）的联合分布律；

（2）已知发生了1次故障，求Y的条件分布律。

9．已知二元随机变量（X，Y）的联合分布函数为


[image: ]


（1）求（X，Y）的边际分布函数FX（x），FY（y）；

（2）求关于X，Y的边际分布律；

（3）求（X，Y）的联合分布律。

10．设A，B为两随机事件，已知[image: ]。引入随机变量X，Y，分别为


[image: ]


（1）求（X，Y）的联合分布律；

（2）求（X，Y）的联合分布函数；

11．在第10题中，若已知｛X＝l｝的条件下求Y的条件分布函数。

12．设（X，Y）为二元随机变量，已知P｛X＝0，Y＝0｝＝P｛X＝l，Y＝l｝＝0.1，且知（X，Y）落在D＝｛（x，y）：0＜x＜1，0＜y＜1｝的任一小区域内的概率与该小区域面积成正比，求（X，Y）的联合分布函数。

13．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）求常数c；

（2）求P｛X＋Y≤1｝的值；

（3）求P｛X＜0.5｝的值。

14．二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）求常数c的值；

（2）求X，Y的边际概率密度fX（x），FY（y）。

15．二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）求的边际概率密度fX（x），FY（y）；

（2）求条件概率密度函数fY｜X（y｜x）；

（3）当已知｛X＝x｝时，问Y的条件分布是均匀分布吗？为什么？

16．设（X，Y）为二元随机变量，X的概率密度为[image: ]

其中λ＞0。当：x＞0时，Y的条件密度为[image: ]

（1）求（X，Y）的联合概率密度；

（2）求当x＞0时，在给定｛X＝x｝的条件下Y的条件分布函数；

（3）求P｛Y＞1｜X＝1｝的值。

17．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）求Y的边际概率密度fY（y）；

（2）求条件概率密度函数fX｜Y（x｜y）；

（3）计算[image: ]的值。

18．在区间（0，1）上随机取一数X，再在区间（X，l）上随机取一数Y。

（1）求（X，Y）的联合概率密度；

（2）求已知｛Y＝y｝（0＜y＜l）的条件下X的条件概率密度。

19．在A地至B地（长为m公里）的公路上，事故发生地在离A地X公里处，事故处理车在离A地Y公里处，X与Y均服从（0，m）上均匀分布，且设X与Y独立。求事故车与处理车的距离Z的概率密度函教。

20．在半圆[image: ]内随机投点A，设A点的坐标为（X，Y）。

（1）求Y的边际密度fY（y）；

（2）求P｛Y＜l/2｝的值；

（3）X与Y独立吗？为什么？

21．设二元随机变量（X，Y）服从[image: ]。

（1）试写X，Y的边际概率密度；

（2）写出在｛X＝0｝的条件下Y的条件概率密度；

（3）求P｛Y≤1｜X＝0｝的值。

22．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


其中f1（x，y）与f2（x，y）分别为二元正态变量（X1，Y1）与（X2，Y2）的概率密度，且已知（Xi，Yi）（i＝1，2）的边际分布均为标准正态分布。

（1）求X，Y的边际概率密度fX（x），fY（y）；

（2）问当（Xi，Yi）的分布中的参数ρi＝0（i＝1，2）时，X与Y独立吗？

23．一设备由3个独立工作的子系统组成，若其中至少有2个子系统正常工作时设备就能正常工作。各系统正常工作时间记为X1，X2，X3，且均服从参数为λ的指数分布。求该设备正常工作时间的概率分布函数及概率密度函数。

24．（1）设随机变量X1，X2，…，Xn独立且均服从参数为p（0＜p＜1）的0－1分布，记[image: ]，求Z的概率分布律。

（2）设X～B（m，p），Y～B（n，p），X与Y相互独立。记W＝X＋Y，求W的概率分布律。

25．设随机变量X在区间（－a，a）均匀分布，其中[image: ]，X与Y独立，Z＝X＋Y，求Z的概率密度。

26．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为
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若Z＝X＋Y，求Z的概率密度。

27．设有一煤矿一天的产煤量X（以万吨计）服从N（l.5，0.12）分布。设每天产量相互独立，一个月按30天计，求一月总产量超46万吨的概率。

28．某人连续参加2场比赛，第1，2场比赛可得的奖金数分别为X，Y，且已知[image: ]，Y具有概率密度f（y），X与Y相互独立。求此人奖金总数Z的概率密度。

29．设一本书一页的错误个数X服从参数为λ的泊松分布，且各页错误数相互独立。现随机选10页，其错误数分别记为X1，X2，…，X10。

（1）求[image: ]的值；

（2）求[image: ]的值；

（3）求[image: ]的值；

30．设随机变量X，Y相互独立，且具有以下分布律
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记Z＝X＋Y，M＝max（X，Y），N＝min（X，Y），分别求Z，M，N的概率分布律。

31．设一系统由2个独立的子系统组成，分别以X，Y记两个子系统的正常工作时间，且设X，Y分别服从参数为λ1与λ2的指数分布。当这2个子系统分别（1）串联，（2）并联，（3）有备份（当一个损坏时另一个接着工作）时，分别求系统正常工作时间T的概率密度函数。

32．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为
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记Z＝2X－Y，求Z的概率密度。

33．设随机变量X与Y独立同分布，分布律均为[image: ]。定义
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（1）对X独立观察n次，求n次观察值之和W的概率分布律；

（2）求（X，Z）的联合概率分布律。

34．在区间（0，1）上随机取两数X，Y，记Z＝X/Y，求Z的概率分布函数及概率密度函数。

第四章　随机变量的数字特征

在本章的开头，我们先来看一些来自我国官方的数据。

2010年7月16日，国家统计局发布的信息中有以下内容：2009年（我国）城镇非私营单位在岗职工年平均工资为32736元（2008年为29229元），城镇私营单位就业人员年均工资为18199元（2008年为17071元）；由上海市统计局发布的信息知，2009年上海城镇居民人均住房建筑面积为34m2；由杭州市疾控中心发布的信息知，2009年杭州市居民（大杭州范围，包括区县市）平均期望寿命为80.26岁（即按2009年的死亡水平，预测2009年出生的孩子。平均可活80.26岁），其中男性平均期望寿命为77.98岁，女性为82.76岁；国家统计局每个月公布的居民消费价格指数——CPI（Consumer Price Index），工业品出厂价格指数——PPI（Producer Price Index）等等。从报纸、电视、网络上我们能够不断地得到各种各样的信息数据，这些数据是人们根据需要而定义的。这些数据会影响政府的决策、投资的策略、股票期货市场的波动等等，甚至引起全世界的关注。因为这些数据浓縮了许多信息，高度集中地反映了当今社会的某一方面的特性。

从概率统计理论的角度看，职工工资、居民的住房面积、人的寿命、居民的消费量、工业品出厂价格等都是随机变量，看来有时人们常常会忽略其概率分布而重视一些能反映其特性的数据（指标量）。简单地说，称那些能反映随机变量特性的量为随机变量的数字特征或特征数。实际问题中常用样本数据来分析研究特征数（这要到后面的数理统计部分讨论）。本章将介绍一元随机变量的数学期望、方差、变异系数、分位数，以及多元随机变量的协方差、相关系数等常用数字特征。


§4.1　数学期望

（一）数学期望的定义

随机变量的数学期望又称为平均数，在介绍其定义之前，我们先看一个例子：

设抛一颗骰子所得的点数为X，独立重复地抛50次，若观察到为1，2，…，6点的次数分别为8，9，6，8，9，10次，则平均点数为


[image: ]


也就是说，平均值[image: ]是X的取值与相应事件的频率的乘积之和。

由§1.2节概率的统计定义知，频率的稳定值定义为概率。因此对于离散型的随机变量我们有以下定义。

定义4.1.1　设离散型随机变量X的分布律为
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若级数[image: ]绝对收敛（即[image: ]），则称级数[image: ]为X的数学期望，记为E（X），即
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其中E是英文expectation的第一个字母。若[image: ]，则称随机变量X（等价地，相应的分布）的数学期望不存在。

数学期望的存在需要级数[image: ]绝对收敛，这是因为若该级数不是绝对收敛，而仅仅是条件收敛，此时级数的和会随着级数各项的排列次序不同而发生改变，从而无法得到唯一的和值。而从直观意义上来看，离散型随机变量的平均值也应当与分布律中的各项排列次序无关。

例4.1.1　一种常见的赌博游戏，抛一颗骰子，抛之前让赌客猜结果为几点，凡猜中者以1：5得奖金，而且规定不管猜中与否押金均归庄家所有，问此规则对谁有利。

解　不妨假设赌客每次押10元钱，设所得的奖金数为X，据规则他得50元奖金的概率为1/6，血本无归的概率为5/6，因此他赌一次期望能得到的奖金数为
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因此这显然对庄家有利。（试想：否则赌场的开销与高额的利润从何而来。）

从例4.1.1我们也可体会到“数学期望”这词的含义。

类似地，根据连续型随机变量的定义及积分与级数的关系，对于连续型随机变量的数学期望可以给出如下定义：

定义4.1.2　设连续型随机变量X的密度函数为f（x）。若[image: ]，则称积分[image: ]为X的数学期望，记为E（X），即
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若[image: ]，则称随机变量X（等价地，相应的分布）的数学期望不存在。

例4.1.2　（泊松分布的数学期望）设随机变量X服从泊松分布π（λ）（λ＞0），则


[image: ]


这表明泊松分布中的参数λ恰好就是此分布的数学期望。那么若已知泊松分布的期望，则该泊松分布就完全确定了。

例4.1.3　（指数分布的数学期望）设随机变量X服从指数分布E（λ）（λ＞0），则


[image: ]


即指数分布的数学期望为其参数λ的倒数，这也说明指数分布可由其数学期望完全确定。

例4.1.4　（标准正态分布的数学期望）设随机变量X服从标准正态分布N（0，1），注意到标准正态分布的密度函数
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是一偶函数，那么xφ（x）是一奇函数，故
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一些重要的随机变量的特征数在书后附表1中能查到。

例4.1.5　某厂生产的电子产品，其寿命（单位：年）服从指数分布，概率密度函数为
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若每件产品的生产成本为350元，出售价格为500元。厂方向顾客承诺，如果售出1年之内发生故障，则免费调换一件，之后厂方不再承担后续责任；如果在1年以上3年之内发生故障，则予以一次免费维修，维修成本为50元，超过三年，则不负责维修。在这样的体系下，请问该厂每售出一件产品，其平均净收入为多少？

解　记某件产品寿命为X，售出该产品的净收入为Y，则显然Y是X的函数，
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由于X服从指数分布，那么
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因此售出一件产品的平均净收入为
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例4.1.6　从区间[0，1]中随机地抽取n个数，记为Xi，i＝1，2，…，n，n≥1，记[image: ]，求E（M）与E（N）。

解　由题意知，Xi，i＝1，2，…，n是相互独立的随机变量，且均服从U（0，1），其分布函数为
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从而M的分布函数为
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那么M的概率密度函数为
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而N的分布函数为
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所以N的概率密度函数为
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其中[image: ]为Beta函数，a＞0，b＞0。

关于随机变量期望的计算问题，还有以下定理。

定理4.1.1　若随机变量X的分布函数为F（x），则
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特别地，当X为非负随机变量（即P（X≥0）＝1）时，有
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当X为取非负整数值的随机变量时，有
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证明略，因为证明需要用到带有斯蒂尔切斯积分的一般随机变量数学期望的定义。

例4.1.7　设X服从（－1，2）上的均勾分布。令Y＝max｛X，0｝，求E（Y）。

解　由Y的定义知其分布函数为
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可见，Y既不是离散量，也不是连续量。由于P｛Y≥0｝＝1，利用（4.1.4）式，可得
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例4.1.8　设随机变量X的分布律为


[image: ]


是发散的，故该分布的数学期望不存在。

下文中，如无特殊说明，总是假设所提到的随机变量的数学期望是存在的。

（二）随机变量函数的数学期望

有时会碰到这样的情形：已知随机变量Y＝g（X），其中随机变量X的分布已知，需要得到Y的数学期望。一种自然的思路是先利用两者之间的关系式及X的分布来求出Y的分布，然后再根据数学期望的定义来得到Y的期望。这样当然是可行的，但是期望仅仅是随机变量的一个数字特征，也就是一局部信息。为了得到部分信息，而要先得到其全部信息，似乎有点“小题大作”之嫌。事实上，当两者之间的函数关系满足一定条件时，确实不用这么麻烦。可以根据两个变量的关系表达式及已知随机变量的分布，直接来求另一个随机变量的期望。下面就给出这一简便公式。

定理4.1.2　当X为离散型随机变量时，若[image: ]，则g（X）的数学期望E（g（X））存在，且
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其中P（X＝xi）＝pi，i＝1，2，…为X的分布律。

当X为连续型随机变量时，若[image: ]，则g（X）的数学期望E（g（X））存在，且
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其中f（x）为X的概率密度函数。

证明　我们仅就X为离散型随机变量时给出证明。类似可证明连续型随机变量情形。

记Y＝g（X），由离散量取值的至多可列的性质可知，Y仍然是离散量，其可能取值记为y1，y2，…，则
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由假设知
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所以E（Y）＝E（g（X））存在，且
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即为（4.1.6）式。

上述定理还可以推广到两个或两个以上随机变量函数的情形。

定理4.1.3　当（X，Y）为二元离散型随机变量时，若实函数h（x，y）满足
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则h（X，Y）的数学期望E（h（X，Y））存在，且
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其中[image: ]的联合分布律。

当（X，Y）为二元连续型随机变量时，若实函数h（x，y）满足
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则h（X，Y）的数学期望E（X，Y））存在，且
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其中f（x，y）为（X，Y）的联合密度函数。

例4.1.9　某校区的门口设有电瓶校园游览车，每天早上7:00开始发车，每隔15分钟一班。假设某人在早上9:00～10:00之间随机来到校门口乘坐游览车，求此人等候游览车的平均时间。

解　由题意，设该游客在9点的第X分钟到达校门口乘坐游览车，则X服从[0，60]上的均匀分布。用Y表示该游客的等候时间，则根据游览车的发车安排，有
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所以
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例4.1.10　对于例4.1.7中的Y＝max｛X，0｝的期望，也可以用随机变量函数的期望来求。

解　由于X的密度函数为


[image: ]


取g（x）＝max｛x，0｝，则Y＝g（X），利用（4.1.7）式，可得
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例4.1.11　随机变量X，Y相互独立，均服从参数为[image: ]的0－1分布，求：
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解　由题意知，X与Y的联合分布律为
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利用（4.1.8），可得
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同理可得
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例4.1.12　设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为
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求E（XY）。

解　利用定理4.1.3，可知
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在数学期望的实际应用中，还常常涉及到极值的求解。

例4.1.13　设按季节出售的某种应时产品的销售量X（单位：吨）是一个服从［5，10］上均匀分布的随机变量。若销售出一吨产品可盈利2万元；但若在销售季节未能售完，造成积压，则每吨产品将会净亏损0.5万元。若该厂家需要提前生产该种产品，为使厂家能获得最大的期望利润，问：应在该季生产多少吨产品最为合适？

解　设该季应生产a吨产品（5≤a≤10），利润为Y万元，则Y依赖于销售量X及产量a，
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由于X服从［5，10］上的均匀分布，所以其概率密度函数为
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所以该季平均利润为
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为求使得该季平均利润达到最大的a，令[image: ][image: ]，所以当a＝9时，E（Y）达到最大值，即从能获得最大的期望利润角度出发，厂家应在该季生产9吨产品最为合适。

（三）数学期望的性质

定理4.1.4　若n个随机变量，X1，X2，…，Xn的期望都存在，则对任意n＋1个实数[image: ][image: ]，[image: ]的期望也存在，且
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当n＝l和n＝2时可用定理4.1.2和4.1.3来证明，然后利用归纳法易得上述结论。这里就不详细证明了。

特别地，当ci＝0，i＝l，2，…，n时，得E（c0）＝c0，即对于任意常数c，有
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例4.1.14　（正态分布的数学期望）随机变量X服从正态分布[image: ][image: ]，所以任意正态分布的随机变量都可以写成标准正态分布随机变量的线性组合，即X＝σ·Z＋μ，据例4.1.4知E（Z）＝0，那么
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这表明正态分布中的参数μ恰是此分布的数学期望。

例4.1.15　计算机程序随机地产生0~9中的数字。记Xi为第i次产生的数字，i＝1，2，…，n。将这n个数依次排列（第一个产生的数字放在个位，第二个产生的数字放在十位，…，依此类推），得到一数，记为Y，求E（Y）。

解　由题意知，Xi独立同分布i＝l，2，…，n，其分布律均为
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故对任意的[image: ]，从而
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例4.1.16　一民航机场大巴载有20位乘客从机场开出，沿途有10个车站可以下车，如到达一个车站没有乘客下车就不停车，以X表示沿途停车的次数，求该大巴平均停车次数（假设每位乘客下车与否是相互独立的，并且在每个车站下车是等可能的）。

解　令
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则显然[image: ]的分布律为
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此题中将一个复杂的随机变量分解为若干个分布简单的易求数学期望的随机变量之和，再利用期望的线性组合的性质使得问题迎刃而解。这种处理方法具有一定的代表性。

例4.1.17　（二项分布的数学期望）设随机变量X服从二项分布B（n，p）（0＜p＜l），证明E（X）＝np。

证明　由于服从二项分布B（n，p）的随机变量都可以看成n个相互独立且具有相同参数的0－1分布随机变量的和，即令Yi表示服从参数同为p的0－1分布的相互独立的随机变量，i＝l，2，…，n，则
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于是[image: ]。

当然此结果也可以采用数学期望的定义得到（读者不妨自己计算一下）。

注意：例4.1.16中的Xi虽然服从参数相同的0－1分布，但是它们之间不是相互独立的，因此[image: ]不服从二项分布。这一点请读者细细体会，在以后的实际应用中要特别留意，加以区别。但是由定理4.1.4，可知随机变量之和的期望是不依赖于和项中随机变量之间的关系的。

例4.1.18　设有m个0与n个1随机地排成一个序列，m≥1，n≥1，假设每种排列都是等可能的。在排列中，以0为界限的一串1或以1为界限的一串0，称之为一个游程，即，连在一起的一串0构成“0”的一个游程，连在一起的一串1构成“1”的一个游程。例如，m＝5，n＝4，形成这样一个排列：0，0，0，1，1，0，1，1，0，则这个序列中有3个“0”的游程和2个“1”的游程。记R（i）为排列中“i”的游程的个数（i＝0，1），求各类游程的平均个数。

解　易知这样的？m＋n个数的排列一共有（m＋n）！/（m！n！）种。令
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那么[image: ]，由于
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当2≤i≤m＋n时，
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所以
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类似可得，[image: ]。这样序列的总游程的均值为


[image: ]


定理4.1.5　n个相互独立随机变量的乘积的期望等于它们期望的乘积。即若随机变量X1，X2，…，Xn相互独立，期望都存在，则[image: ]的期望也存在，且
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证明　下面仅就n＝2且（X1，X2）是连续型的情形给出证明，其他情形可以类似得到。设（X1，X2）的联合密度函数是f（x，y），其边际密度函数为fi（x），i＝1，2。由独立性，知f（x，y）＝f1（x）·f2（y）。此时利用定理4.1.3，有
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故X1X2的期望存在，且再次利用定理4.1.3，有
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例4.1.19　一长方形土地，其边长的测量值（单位：米）X，Y分别服从N（150，32）和N（165，22），且X与Y相互独立，求土地面积W的数学期望。

解　由题意知，W＝XY，且X与Y相互独立，故
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*（四）条件数学期望

在§3.1、§3.2与§3.3中曾涉及到离散型和连续型随机变量的条件分布，我们知道条件分布也是一种概率分布，因此也可以关于它求数学期望，称为条件数学期望（conditional expenctation），简称为条件期望，其具体定义如下：

定义4.1.3　若（X，Y）为二维离散型随机变量，且在给定X＝x下，Y的条件分布律为[image: ]；或者（X，Y）为二维连续型随机变量，在给定｛X＝x｝下，Y的条件概率密度函数为[image: ]，则在给定了随机变量X取值为x的条件下，Y的条件期望为
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有时也简记为E（Y｜x）。

期望所具有的性质，条件期望也同样满足。不过值得注意的是，条件期望与期望还是有一些区别的。期望E（Y）是一个数值，而条件期望E（Y｜X＝x）是x的函数。因此E（Y｜X）是个随机变量，当观测到X＝x，时，其值为E（Y｜X＝x）。对于随机变量E（Y｜X），还有以下一个有趣的性质：

定理4.1.6　（X，Y）为二维随机变量，若存在，则
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上式称为全（数学）期望公式（total expectation formula）。

特别地，当（X，Y）为二维离散型随机变量时，（4.1.13）就变成了
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其中xi，i＝l，2，…，为X的所有可能取值。

证明　我们就连续型随机变量与离散型随机变量分别进行证明。先设（X，Y）为二维连续型随机变量，若其联合概率密度函数为f（x，y），记X与Y的边际概率密度函数分别为fX（x）与fY（y）。由条件期望定义知
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其中[image: ]是在｛X＝x｝条件下Y的条件密度函数。由此可知E（Y｜X）是X的函数，那么利用随机变量函数的数学期望计算公式（4.1.7），得
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若（X，Y）为二维离散型随机变量，若其联合分布律为pij＝P｛X＝xi，Y＝yj｝（i，j＝1，2，…）。同样利用条件期望的定义，（4.1.6）式以及条件概率定义，得
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例4.1.20　设进入某超市的顾客购买一件该超市的自创品的概率为p（0<p<1），已知一天内该超市的顾客流量X服从参数为λ（λ>0）的泊松分布，求一天中该超市卖出其自创品的平均件数。

解　设一天中该超市卖出其自创品的数目为N件。由题意知，当顾客流量X＝i时，N的条件分布为B（i，p），因此对任意的i＝0，l，…，有E（N｜X＝i）＝ip。利用全期望公式，可得
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此题也可以参照例3.1.4，先求出N的分布律，可以得到N服从参数为pλ的泊松分布，从而得E（N）＝pλ。

例4.1.21　在某游戏迷宫的入口处，有编号为1，2，3，4的四个门，每位游客可先从装有编号为1，2，3，4的4个号码中（等可能地）随机取一号码，作为进入的门号，4个门中其中有一个是自由门（没有固定的编号），选择此门，则5分钟后可以走出迷宫；剩下的三门分别在走了10分，20分，30分钟后又重回人口处。重复前面的步骤，求他走出迷宫所需的平均时间。

解　设游客走出迷宫所需时间为T分钟，并设他对门的选择情况为X，用1，2，3，4分别表示自由之门及走了10分，20分，30分钟后重回入口处的门号，那么
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且
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其中T1为选择非自由之门返回入口处后到走出迷宫所需的时间。由题意知，此时间的概率分布应该和T的分布是一样的，因此
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利用全数学期望公式（4.1.13），得
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由此可解得，E（T）＝65（分钟）。


§4.2　方差、变异系数

（一）方差的定义

定义4.2.1　设随机变量X的数学期望存在，若E（X－E（X））2存在，则称E（X－E（X））2为X（等价地，相应的分布）的方差，记为D（X）Var（X）。其中D是英文deviation的第一个字母，Var是variance的前三个字母（有时也可为V（X））。

从方差的定义可知，它反映了随机变量X的取值与其中心位置——数学期望的平均偏离程度。这一特征当然也可以用变量对其平均值的绝对偏离的平均值E｜X－E（X）｜来衡量，但由于在数学上绝对值的运算不甚方便，因此改用具有同样效果而又便于运算的方差来代替。

方差的平方根[image: ]称为随机变量X的标准差或均方差，记为SD（X），其中SD是英文standard deviation的縮写。它与方差一样反映了随机变量与其中心位置的偏离程度。其优点是：它与随机变量和数学期望具有相同的量纲。

按方差的定义可知，方差的计算可以看成随机变量的函数g（X）＝（X－E（X））2的数学期望。值得注意的是函数表达式中的E（X）是一实数。那么根据定理4.1.2可知：

（1）若离散型随机变量X的分布律为P（X＝xi）＝pi，i＝1，2，…，则X的方差为
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（2）若连续型随机变量X的密度函数为f（x），则X的方差为
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直接按定义计算方差往往比较麻烦，人们常常用下面的公式来计算方差。

定理4.2.1　若随机变量X的方差存在，则
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证明　利用方差的定义及定理4.1.4，得
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由上面的定理，显然可得
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由于上式中的各项都是非负项，所以若E（X2）<＋∞，可得D（X）<＋∞。其实反之也成立，即若D（X）<＋∞，也可得出E（X2）<＋∞。另外，由于｜X｜⩽X2＋1，所以某一随机变量的方差若存在，则一定保证了其数学期望的存在性。

例4.2.1　（泊松分布的方差）设随机变量X服从泊松分布π（λ）（λ>0），则
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又E（X）＝λ，故D（X）＝λ2＋λ－λ2＝λ。这表明泊松分布的数学期望与方差都等于参数λ。

例4.2.2　（指数分布的方差）设随机变量X服从指数分布E（λ）（λ>0），则
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而[image: ]即，指数分布的方差为其数学期望的平方。

例4.2.3　（标准正态分布的方差）设随机变量X服从标准正态分布N（0，1），而
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故D（X）＝1－02＝1。

例4.2.4　对于例4.1.6中的M与N，分别求出其方差。

解　由M与N的密度函数，可得
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（二）方差的性质

定理4.2.2　设随机变量X的方差存在，c为某一常数，则

（1）D（cX）＝c2D（X）；

（2）D（X＋c）＝D（X）；

（3）D（X）⩽E（（X－c）2），其中当且仅当E（X）＝c时等号成立。

证明　按方差定义及上一节中提及的数学期望的线性性质，知
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（1）得证。同样利用方差定义，
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且上式当且仅当E（X）＝c时等号成立，故得结论（3）。

一个常数c可以看成一个特殊的随机变量，其数学期望E（c）也是c，因此这一特殊随机变量与其中心位置的偏差为0，即其方差为0；反之，某随机变量X的方差为0，可见其取值非常集中，均集中在某一点，此点即为其中心——数学期望。于是有下面的这一性质：

定理4.2.3　设随机变量X的方差存在，则D（X）＝0当且仅当P（X＝c）＝l，其中c＝E（X）。

证明　若P（X＝c）＝1，其中c＝E（X），那么根据方差的定义可得D（X）＝0，即定理的充分性得证。而定理的必要性证明需要用到切比雪夫不等式，此不等式我们将在第五章中介绍，所以这一部分的证明可以参见例5.1.2。

定理4.2.4　对任意的正整数n⩾2，设X1，X2，…，Xn为两两独立的随机变量，方差都存在。则X1＋X2＋…＋Xn的方差也存在，且
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证明　注意到
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由于对任意的1⩽i<j⩽n，Xi与Xj两两独立，故由定理4.1.5知，
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故对任意i≠j，有
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另外，结合定理4.2.2中的（1）可得：

推论4.2.1　对任意的正整数n⩾2，设X1，X2，…，Xn为两两独立的随机变量，方差都存在。则对任意的有限实数[image: ]的方差也存在，且
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例4.2.5　（二项分布的方差）设随机变量X服从二项分布B（n，p）（0<p<1）。由于服从二项分布B（n，p）的随机变量都可以看成n个相互独立且具有相同参数p的0－1分布随机变量的和，即令Yi表示服从参数同为p的0－1分布的相互独立的随机变量i＝1，2，…，n，则[image: ]，于是
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例4.2.6　（正态分布的方差）设随机变量X服从正态分布[image: ][image: ]，据例4.2.3，知D（Z）＝1，那么利用定理4.2.2，有
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这表明正态分布中的参数σ2表示的是此分布的方差，结合例4.1.14的结果，我们知正态分布由其数学期望与方差完全确定。故常称为“期望为μ，方差为σ2（或标准差为σ）的正态分布”。而方差越小，正态分布的取值就越集中在均值μ的附近。

（三）标准化变量与变异系数

定义4.2.2　若随机变量X的方差存在，那么称
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为X的标准化随机变量。显然E（X*）＝0，D（X*）＝1，而且此类变量是无量纲的。

事实上，引入标准化随机变量主要是为了消除由于计量单位的不同而给随机变量带来的一些影响。例如：进行精密测量时，对于某物长度的考察当然可以用厘米作为单位，得到随机变量X，也可以用毫米作为单位，得到随机变量Y。那么Y＝10X，从而X与Y的分布有所不同。这显然不太合理。但通过标准化变换，就可以消除这种不合理性。之前常用的标准正态变量也是一般正态变量经标准化变换得到的。

类似地，度量分布离散性的数字特征——方差也会由于这种量纲上的不同而不同，如上例中，若X的方差为σ2，那么Y的方差为100σ2，若以此认为Y较之X更为分散，显然是不合理的。为了消除量纲及取值大小（包含单位不同）的影响，常用无量纲的
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来作为衡量指标，称之为变异系数（或称为标准离差率或单位风险，在工程上，有时也称为变差系数），其中Cv是coefficient of variation的简写。它反映了随机变量X在以它的中心位置为标准时，取值的离散程度。那么，前一段落中提到的X与Y的变异系数显然是相同的，这也与实际情况相符。

例4.2.7　已知甲乙两地居民的月收入分别服从N（1500，1502）与N（2800，2202）（单位：元），试比较这两个地区贫富差异的程度。

解　由题意知甲、乙两地居民月收入的方差分别为1502，2202，即从方差的角度看甲地居民的贫富差异比乙地小。但也有人注意到了甲地平均收入为1500，乙地的平均收入为2800相差较大，应该用变异系数来反映两地区的贫富差异性较合适。两地的变异系数分别为
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因此从变异系数角度看甲地居民的月收入的离散程度高于乙地，即甲地居民的贫富差异比乙地大。

相比较方差（或标准差）而言，变异系数在比较两组量纲不同或均值不同的变量时更能体现其优点。因此变异系数在概率论的许多分支中都有应用，如：更新理论、排队理论、可靠性理论，等等。但是它也有其缺陷，从它定义可知，如果一个随机变量的均值为0，那么此变量的变异系数就没有意义。事实上，当变量的均值接近于0的时候，均值的一点小小的变动也会对变异系数产生巨大影响，因此容易造成精确度上的不足。


§4.3　协方差与相关系数

对于多元随机变量，除了考虑每一个分量的中心位置和离散程度，借此来了解各个分量各自的部分特性外，还对于它们之间的关系感兴趣。本节中我们将介绍反映两个变量间线性关系的两个数字特征——协方差与相关系数。

（一）协方差

回想期望的性质之一——定理4.1.5，对于相互独立的随机变量X和Y，当其期望都存在时，有E（XY）＝E（X）E（Y），而此式等价于
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那么当E｛（X－E（X））（Y－E（Y））｝≠0时，则X和Y一定不独立，也就是存在某种相依关系，因此我们认为E｛（X－E（X））（Y－E（Y））｝可以在一定程度上反映出X和Y的某种关系，对此给出下面定义。

定义4.3.1　对于期望都存在的随机变量X和Y，当（X－E（X））（Y－E（Y））的期望存在时，称
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为X与Y的协方差，其中Cov是英文covariance的前三个字母。

按协方差的定义可知，协方差的计算可以看成二元随机变量的函数
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的数学期望，那么根据定理4.1.3可知：

（1）若二元离散型随机变量（X，Y）的联合分布律为P（X＝xi，Y＝yj）＝pij，i＝l，2，…，j＝1，2，…，则X与Y的协方差为
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（2）若二元连续型随机变量（X，Y）的联合密度函数为f（x，y），则X与Y的协方差为
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直接按定义计算协方差往往比较麻烦，在实际应用中常常用下面给出的计算公式来得到协方差，
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这一公式利用数学期望的性质很容易就可以得到，因此我们这里就不写出推导过程了。

在引入协方差的定义之后，根据上一节中的方差的性质——定理4.2.4及证明可以得到下面的进一步结论。

定理4.3.1　对任意的正整数n⩾2，设X1，X2，…，Xn为方差存在的随机变量。则X1＋X2＋…＋Xn的方差也存在，且
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例4.3.1　n个人把各自的卡片混放在一起（n⩾2），然后每人从中随机抽取一张，以X表示取到自己卡片的人数，求E（X）及D（X）。

解　设
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则X＝X1＋X2＋…＋Xn，且对任意的[image: ]，那么[image: ]。于是有
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另外，注意到
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定理4.3.2　若随机变量X和Y的协方差存在，则

（1）Cov（X，Y）＝Cov（Y，X）；

（2）Cov（X，X）＝D（X）；

（3）Cov（aX，bY）＝ab•Cov（X，Y），其中a，b为两个实数；

（4）若Cov（Xi，Y）（i＝1，2）的协方差存在，则
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（5）若X和Y独立，则Cov（X，Y）＝0，但反之不然；

（6）当D（Y）•D（Y）≠0时，有（Cov（X，Y））2⩽D（X）D（Y），其中等号成立当且仅当X与Y之间有严格的线性关系（即，存在常数c1，c2使得P（Y＝c1＋c2X）＝1成立）。

证明　（1）～（4）及（5）的前半部分根据协方差的定义及§4.1中提及的数学期望的性质很容易可以得到，留给读者自行证明。（5）的后半部分在例4.3.5中说明。

下面我们来证明（6）。

对任意t∈R，有
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将上式的右边看成一个关于t的一元二次多项式at2＋bt＋c（a>0），由于（4.3.4）左边对任意的实数t恒为非负，故必有ac⩾b2/4，即
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若此不等式的等号成立，则（4.3.4）的右边等于[image: ]，其中正负号视Cov（X，Y）>0或<0而定。不妨设Cov（X，Y）>0，则（4.3.4）的右边等于
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当取[image: ]时，上式等于0。结合（4.3.4）式，当t＝t0时，
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注意到，若某非负随机变量Z，期望为0，则必有P（Z＝0）＝1。那么由（4.3.6）式，可知


[image: ]


即[image: ]。因而，X与Y有严格的线性关系。

反之，若X与Y有严格的线性关系，即，存在常数c1，c2，使得P（Y＝c1＋c2X）＝1成立，那么


[image: ]


例4.3.2　设Xi，i＝1，2，…，n为独立同分布的随机变量，若它们的方差存在，记为σ2。令[image: ]。证明：对任意的[image: ]。

证明　根据定理4.3.2，知对任意的k＝1，2，…，n，有
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注意到Xi之间是相互独立的，故Cov（Xi，Xk）＝0，i≠k。所以


[image: ]


显然，协方差也是有量纲的，而且其取值也依赖于它们的单位。为了克服这一缺点，我们可以用上一节中所提到的，将随机变量标准化后，再来求它们的协方差。于是有了下面“相关系数”的定义。

（二）相关系数

定义4.3.2　对于随机变量X和Y，当E（X2）与E（Y2）均存在且D（X），D（Y）均为非零实数时，称


[image: ]


为X与Y的相关系数（correlation），也简记为ρ。

注意上述定义中，“E（X2）与E（Y2）均存在”的假设也意味着X，Y的期望与方差及XY的期望均存在。事实上，


[image: ]


从而保证了Cov（X，Y）的存在。

根据标准化变量的定义（定义4.2.2），可知


[image: ]


其中[image: ]。由此可见，相关系数也是刻画两变量间相依关系的一种数字特征，其作用与协方差一样。与之不同的是，相关系数是无量纲的指标，可以避免由于度量单位等非本质因素所带来的影响，可视之为“标准尺度下的协方差”。

根据定理4.3.2，可以得到相关系数的性质：

定理4.3.3　对于随机变量X和Y，当相关系数ρXY存在时，有

（1）若X和Y独立，则ρXY＝0，但反之不然；

（2）｜ρXY｜⩽1，其中等号成立当且仅当X与Y之间有严格的线性关系（即，存在常数c1，c2使得P（Y＝c1＋c2X）＝1成立）。

从上面的定理（或定理4.3.2），可知相关系数和协方差反映的不是X与Y之间“一般”关系的程度，而只是反映“线性”关系的紧密程度。因为当且仅当X与Y之间有严格的线性关系（即，两者以概率1线性相关）时，才有｜ρXY｜达到最大值1。因此相关系数有时也称为“线性相关系数”。

上面讲的“线性相关”可从最小二乘法的角度再来加深理解。对随机变量X和Y，考虑用X的线性函数c1＋c2X来逼近Y。该选择怎样的常数c1，c2，使得逼近的程度最好？这种逼近程度，常用“最小二乘”的观点来衡量。即，使得
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达到最小。解得，当[image: ]时，上式达到最小，且最小值为


[image: ]


其中ρ＝ρXY。那么若ρ＝±l，则上式等于0，从而P（Y＝c1＋c2X）＝l，这一点在定理4.3.3中也已指出。而且从（4.3.10）可知，若0<｜ρ｜<1，当｜ρ｜越接近1，用c1＋c2X来逼近Y的偏差就越小，那么X与Y之间的线性关系的程度就越强；反之，就表明两者的线性关系程度就越弱。

当ρXY>0时，即Cov（X，Y）>0，则线性表示中的X的系数c2也大于0，那么Y的最佳线性逼近c1＋c2X随X增加而增加，故称X与Y为正相关；反之，当ρXY<0时，常称X与Y为负相关。

例4.3.3　某保险公司业务员每月的工资是由两部分所组成的：一为基本工资，每月c元（c>0）；二为业绩津贴，每签一笔业务，可以得到a元（a>0）。试分析在这样的工资体系下，业务员的月工资Y与业务量X之间的关系（其中D（X）>0）。

解　由题意知，
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由这一关系式可知，Y与X之间是一种严格的线性关系，而且Y随着X的增加而增加，两者是一种正相关关系。下面我们通过计算它们的协方差和相关系数来验证一下。注意到
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例4.3.4　独立地抛一枚均匀的骰子n次（n⩾2），则每次试验具有6种可能结果，而且每种结果出现的概率均为1/6。令Ni表示n次试验中“i点朝上”发生的次数，i＝1，2，…，6。求与Ni与Nj（i≠j）的相关系数ρij。

解　直观地来看，Ni与Nj（i≠j）是有关系的。当取定Nk（k＝1，2，…，6且k≠j），当Ni增大时，Nj应趋于变小。也就是说，Ni与Nj有着此消彼长的关系，即两者是负相关的。事实上，由题意知，[image: ]的联合分布律为
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其中[image: ]，且[image: ]。因此[image: ]，且
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令k＝x－1，l＝y－1，


[image: ]


故可得
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即Ni与Nj是负相关的，这与我们前面的直观分析相符。

（三）不相关的定义

定义4.3.3　当随机变量X和Y的相关系数
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时，称X和Y不相关（uncorrelated）或零相关。由相关系数及协方差定义，可知，“不相关”还可以用下面的任意一条来定义：

（1）Cov（X，Y）＝0；

（2）E（XY）＝E（X）E（Y）；

（3）D（X＋Y）＝D（X）＋D（Y）。

为理解这一定义，我们可以先看一个简单的例子：X为离散型随机变量，其分布律为[image: ]。而Y＝X2。那么X与Y具有严格的函数关系，显然是不独立的（当然，读者也可以写出它们的联合分布律，从独立的定义来严格判断）。但[image: ]，所以Cov（X，Y）＝0，即X和Y不相关。所以这里的“不相关”实质上指的是“不线性相关”，表示两变量间不存在线性关系，但可以存在非线性的函数关系。显然如果两变量独立，也就是两变量相互之间没有任何关联，那么它们一定没有线性关系，也就是说一定不相关。这表明不相关与独立之间有一定的关系，但也存在着明显的差别。

定理4.3.4　对于两个独立的随机变量，若其方差存在，则一定不相关；但是如果它们不相关，却未必相互独立。

例4.3.5　假设二维随机变量（X，Y）在圆形区域[image: ]服从均匀分布（r>0）。试求X与Y的协方差，并判断它们的相关性与独立性？

解　（X，Y）的联合密度函数为
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所以Cov（X，Y）＝E（XY）－E（X）E（Y）＝0，故X与Y不相关，然而X的边际密度函数为
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同理可得Y的边际密度函数为[image: ]。那么
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因此X与Y不独立。由此可见由不相关是不能推出X与Y独立的。

回顾前面的定理4.2.4中的条件“[image: ]为两两独立的随机变量”其实太强了，（4.2.4）式的成立事实上只需[image: ]两两不相关”即可。

但对子一些特定的分布，如：正态分布，不相关与独立是等价的。

例4.3.6　设二维随机向量（X，Y）服从二维正态分布[image: ]，试求X与Y的相关系数。

解　（X，Y）的联合密度函数为
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且[image: ]。由协方差定义知
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作变量替换
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故[image: ]，因此
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这表明二维正态分布中的5个参数的含义均已明确。前两个参数[image: ]和[image: ]分别是两个分量的期望，[image: ]和[image: ]分别是两个分量的方差，第5个参数ρ则是两分量的相关系数。当ρ＝0时，即X与Y不相关时，
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从而X和Y独立。因此对于二维正态而言，两变量不相关等价于两变量独立。


§4.4　其他数字特征

一个随机变量的数学期望、方差、标准差和两个随机变量的协方差、相关系数是最常见的一些数字特征。下面我们将介绍另外几种数字特征，它们在概率统计中的有些场合也有不少应用和一定的价值。

（一）矩（moment）

定义4.4.1　设X，Y为随机变量，k，l为正整数，如果以下的数学期望都存在，则称
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为X的k阶（原点）矩。称
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为X的k阶中心矩。称
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为X和Y的k＋l阶混合（原点）矩。称
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为X和Y的k＋l阶混合中心矩。

显然，随机变量的期望即为其一阶原点矩，而随机变量的一阶中心矩恒为0，方差即为二阶中心矩。而协方差Cov（X，Y）就是X与Y的二阶混合中心矩。在数理统计的参数估计中，我们将利用矩进行一些应用。

（二）分位数（quantile）

定义4.4.2　设连续型随机变量的分布函数和密度函数分别为F（x）与f（x），对任意的O<α<1，称满足条件
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的实数[image: ]为随机变量X（或此分布）的上（侧）α分位数（或上侧α分位点）。


[image: ]
图4.4.1


从几何角度来看，[image: ]是把密度函数以下，x轴以上的区域分为两块，其右侧部分的面积恰好是α。见图4.4.1。

特别地，当α＝1/2时，[image: ]称为X的中位数；当α＝1/4时，[image: ]称为X的上1/4分位数；当α＝3/4时，[image: ]称为X的上3/4分位数。

易见随机变量的上α分位数可以表示概率分布的特征，如：中位数的作用与前面介绍过的期望类似，刻画了分布的中心位置；而若想刻画分布的离散情况，也可以用两个不同分位数之差来表示，如：[image: ]。

例4.4.1　由习题四第3题知柯西分布的期望不存在，但是由于其密度函数
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是关于x＝0对称的，且对任意的[image: ]，所以柯西分布的中位数存在且为0。

例4.4.2　标准正态的上（侧））α分位数通常记为[image: ]，即[image: ]是满足条件
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的实数，其中φ（x）是标准正态的概率密度函数。根据附表2，可以得到以下一些常用的[image: ]值：
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另外由于φ（x）关于x＝0轴的对称性，可知
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且[image: ]。

例4.4.3　假设X～N（0，1），在Excel中求正态分布的分位数[image: ]，具体如下；在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入”[image: ]“函数（F）”[image: ]在选择类别的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“NORMINV”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入[image: ][image: ]，然后“确定”[image: ]即在单元格中出现“1.959963985”。按上面的分位数的定义，Excel给出的是P（X>1.959963985）＝0.025，即Z0.025＝1.959963985。

在实际应用中，中位数是很常用的一个数字特征，特别是在社会统计中，常用之来刻画某种量的代表性数值。与期望相比较，中位数的一大优点是，它总是存在的，而且受个别特别大或者特别小的值的影响很小，而期望则依赖于所有可能取值。例如：在一个5人的团体中，有一个是超过2米10的高个子，而其他人都是中等身材，那么该团体的身高的平均值就可能比较高，因此这个均值就不具太大的代表性，中位数则几乎不受这些“异常点”的影响，稳健性好。但是中位数也存在其不足：数学上的处理不够方便，一般都只能从定义出发去寻找，而不如期望有很好的性质可以利用，而且中位数不一定具有唯一性，有时这也会给应用上带来一些困扰。

（三）众数（mode）

除了期望、中位数外，还可以用“众数”来表示随机变量的中心位置。

定义4.4.3　随机变量X最有可能取的数值，称为众数，记为Mo（X）。

易见，众数不一定具有唯一性。比如，对于离散型随机变量，众数则是其分布律中最大概率所对应的那个变量可能取值。

例4.4.4　设随机变量X服从参数为（n，p）的二项分布，求Mo（X）。

解　记[image: ]。则
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由此可见，随着k的增大，[image: ]的值先增后减。若（n＋l）p为整数时，[image: ]达到最大，则（n＋1）p与（n＋1）p－1是众数；若（n＋1）p不为整数时，记其整数部分为[image: ]，则当k<m和k>m时，都有[image: ]，因此［（n＋1）p］是众数。即
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一般而言，数学期望、中位数、众数不一定相等，但在一些特殊情形下，三者也有可能完全一样（如：正态分布），


§4.5　多元随机变量的数字特征

（一）多元随机变量的数学期望与协方差矩阵

定义4.5.1　记n元随机变量为[image: ]，若其每一分量的数学期望都存在，则称
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为n元随机变量X的数学期望（向量）。

显然，n元随机变量的数学期望就是各分量的数学期望组成的向量，

定义4.5.2　记n元随机变量为[image: ]，若其每一分量的方差都存在，则称
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为n元随机变量X的协方差矩阵（covariance matrix），简称协方差阵。

从定义可见，n元随机变量的协方差阵就是由各分量的方差与协方差组成的矩阵，其对角线上的元素就是每个分量的方差，非对角线元素就是协方差，n元随机变量X的协方差阵Cov（X）也可写为


[image: ]


下面给出n元随机变量X的协方差阵的一个重要性质。

定理4.5.1　n元随机变量X的协方差矩阵Cov（X）是一个对称的非负定矩阵。

这一定理可由协方差阵的定义出发，通过简单的矩阵运算加以证明，这里就不给出详细步骤了。

（二）多元正态随机变量

多元随机变量中以多元正态最为常用，在多元统计分析中多元正态分布可谓是其立论之本。下面就结合n元随机变量X的数学期望和协方差阵来给出其定义。

定义4.5.3　n元随机变量[image: ]，它的每一分量的方差都存在，记X的协方差矩阵为B＝Cov（X），数学期望向量为[image: ]，则由概率密度函数


[image: ]


定义的分布为n元正态分布，常记为[image: ]，其中[image: ]表示矩阵B的行列式，[image: ]表示矩阵B的逆矩阵，[image: ]表示向量（x－a）的转置。

特别地，当n＝2时，二元正态分布的协方差矩阵为


[image: ]



[image: ]
图4.5.1


其中[image: ]为两个分量的方差，ρ为两分量的相关系数。二元正态分布的概率密度函数的图象如图4.5.1所示。

n元正态分布有一些非常好的性质，我们这里不加证明地列出一些：

性质1：n元正态变量[image: ]中的任意k元子向量[image: ]也服从k元正态分布。特别地，n元正态变量中的每个分量都是服从一元正态分布的。反之，若[image: ]都是正态变量，且相互独立，则[image: ]服从n元正态分布

性质2：[image: ]服从n元正态分布的充要条件是它的各个分量的任意线性组合均服从一元正态分布，即对任意n维实向量[image: ]有
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其中[image: ]不全为0。

性质3：若[image: ]服从n元正态分布，设[image: ]都是[image: ]的线性函数，则[image: ]也服从k元正态分布。这一性质也可用矩阵的形式来给出：若[image: ]实数矩阵，则


[image: ]


一般称此性质为“正态变量的线性变换不变性”。

性质4：服从n元正态分布的随机变量X中的分量[image: ]相互独立的充要条件是它们两两不相关，也等价于“Cov（X）为对角矩阵”。


思考题四

1．随机变量X的概率密度函数为
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则X的期望为
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对吗？

2．随机变量X与Y同分布，那么它们的任意阶矩（如果存在）是否全部相等？反之，若有E（X）＝E（Y）且D（X）＝D（Y），能否推出随机变量X与Y分布一定相同？

3．某品牌的矿泉水，一瓶净含量记为随机变量X（单位：ml）。已知[image: ]，从中随机抽取两瓶，则两瓶矿泉水的总重量的方差是[image: ]还是[image: ]呢？

4．试述独立性与不相关性的区别和联系。

5．对于随机变量序列[image: ]，判断下面两个结论是否成立：

（1）对于n⩾1，有[image: ]；

（2）若[image: ]相互独立，那么对于[image: ]，有[image: ]。

6．D（X）＝D（Y）＝1，则[image: ]，对吗？

7．设X服从U（1，3），则[image: ]，对吗？


习题四

1．某批产品共有M件，其中正品N件（0⩽N⩽M）。从整批产品中随机地进行有放回抽样，每次抽取一件，记录产品是正品还是次品后放回，抽取了n次（n⩾1）。试求这n次中抽到正品的平均次数。

2．一位即将毕业的浙江大学学生有意向与某企业签订就业合同。该企业给他两个年薪方案供选择。方案一：年薪3万；方案二：底薪1.2万，如果业绩达到公司要求，则再可获得业绩津贴3万元，如果达不到，则没有业绩津贴一般约有80％的可能性可以达到公司的业绩要求。问：他应当采用哪种方案？并说明理由，

3．设随机变量X的概率密度为
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这时称X服从标准柯西（Cauchy）分布。试证X的数学期望不存在。

4．一袋中有8个球，分别编号为1～8号，现随机从袋中取出2球，记其中最大号码的球号为X，求E（X）

5．直线上一质点在时刻0从原点出发每经过一个单位时间向左或者向右移动一个单位，若每次移动是相互独立的，并且向右移动的概率为[image: ]表示到时刻n为止质点向右移动的次数，[image: ]表示在时刻n时质点的位置，[image: ]。求[image: ]，与[image: ]的期望。

6．证明（4.1.5）式，并用此式来计算几何分布[image: ]的数学期望。

7．某信号时间长短T（以秒计）满足：[image: ]。用两种方法求出E（T）

8．设二元随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


求（1）E（X）；（2）E（3X－1)；（3）E（X•Y）的值。

9．已知一根长度为1的棍子上有个标志点Q，现随机地将此棍子截成两段。

（1）求包含Q点的那一段棍子的平均长度（若截点刚好在Q点，则认为Q包含在较短的一截内）；

（2）当Q位于棍子何处时，包含Q点的棍子平均长度达到最大？

10．甲、乙两人约定上午8：00～9：00在某地见面，两人均在该时段随机到达，且到达时间独立。求两人中先到的人需要等待的平均时间。

11．为诊断500人是否有人患有某种疾病，抽而化验。可用两种方法；（Ⅰ）每个人化验一次；（Ⅱ）分成k人一组（共500/k组，假设[image: ]为正整数，k>1）。将每组k人的血样集中起来一起检验，如果化验结果为阴性，则说明组内的每人都是阴性，就无需分别化验，若检验结果为阳性，则说明这k人中至少有一人患病，那么就对该组内的k人再单独化验。如果此病的得病率为30％，试问哪种方法的检验次数相对少些？

12．某设备无故障运行的时间T（以小时计）服从期望为[image: ]的指数分布。若设备在一天8个小时的工作时间内发生故障就自动停止运行待次日检修，否则就运行8小时后停止。求该设备每天运行的平均时间。

13．某电子监视器的圆形屏幕半径为r（r>0），若目标出现的位置点A服从均匀分布。设A的平面直角坐标为（X，Y）。

（1）求E（X）与E（Y）；　（2）求点A与屏幕中心位置（0，0）的平均距离。

14．一个袋子中有15个均匀的球，其中a个是白球，其他的是黑球。不放回地随机抽取n次（每次取一球），记取到的白球数为[image: ]。当n＝2时，已知[image: ]。（1）求a；（2）当n＝9时，求[image: ]。

15．接第13题，求当横坐标为[image: ]时，从坐标Y的条件期望。

16．设进入大型购物中心的顾客有可能去其中的一家冷饮店购买冷饮，购买的概率为p（0<p<1）。若在一天的营业时间内进入该购物中心的顾客数服从参数为λ（λ>0）的泊松分布，求这一天去该冷饮店购买冷饮的顾客数的分布及期望。

17．某技术考试，成绩必为0，1，…，10这11个数之一，而且考生取得每个成绩的可能性相同。第一次考试，若考生成绩为X，然后需继续参加下一次考试，直到他获得的成绩Y不低于第一次考试为止。记第一次考试后，又迸行了Z次才通过第二次考试。由于每次考题都是在题库中随机抽取的，所以所有考试均相互独立。

（1）求最终的平均成绩E（Y）；　（2）求E（Z）。

18．接第14题，当n＝2时，求[image: ]。

19．随机变量X服从Gamma分布，概率密度函数为：


[image: ]


其中，α>0称为“形状参数”，λ>0称为“尺度参数”。求[image: ]。

20．随机变量X服从拉普拉斯分布，概率密度函数为


[image: ]


分别计算X与|X|的方差。

21．机器处于不同状态时制造产品的质量有所差异。如果机器运作正常，则产品的正品率为98％；如果机器老化，则产品的正品率为90％；如果机器处于需要维修的状态，则产品的正品率为74％。机器正常运作的概率为0.7，老化的概率为0.2，需要维修的概率为0.1。现随机抽取了100件产品（假设生产这些产品的机器的状态相互独立），求

（1）产品中非正品数的期望与方差；

（2）在已知这些产品都是正常机器制造出来的条件下，求正品数的期望和方差。

22．随机变量X与Y独立同分布，都服从参数为1/2的0－1分布。

（1）求[image: ]；（2）计算[image: ]及[image: ]。

23．设随机变量X与Y独立，且方差存在，证明：


[image: ]


24．设系统L由两个相互独立的子系统L1和L2构成，L1和L2的寿命X与Y分别服从期望为1/2，1/4的指数分布。试就下列三种连接方式写出系统L寿命Z的期望和变异系数。

（1）L1和L2串联；　（2）L1和L2并联；　（3）L2为L1的备用。

25．接第20题，（1）求X与|X|的相关系数，并判断两者是否相关？

（2）判断X与|X|是否独立？

26．设随机变量（X，Y）的联合概率密度为


[image: ]


（1）计算X与Y的相关系数，并判断它们的独立性和相关性；

（2）计算X2与Y2的相关系数，并判断它们的独立性和相关性。

27．随机三角形ABC，角A与角B独立同分布，其分布律均为


[image: ]


其中[image: ]，且满足[image: ]。已知[image: ]。

（1）写出（A，B）的联合分布律；　（2）求E（sinC）；

（3）求角A与角C的相关系数，并由此判断它们的相关性（若相关，要求说明是正相关还是负相关）。

28．设随机变量[image: ]均服从标准正态分布并且相互独立。

（1）记[image: ]，计算：[image: ]的k阶原点矩[image: ]，其中[image: ]为N（0，1）的分布函数。

（2）记[image: ]。

（3）记[image: ]，其中[image: ]的相关系数。

29．设X～N（0，1），Y的可能取值为±1，且[image: ]若X与Y相互独立，并记[image: ]。

（1）证明：[image: ]；　（2）计算[image: ]，并判断X与ξ的相关性和独立性。

30．设甲，乙两个盒子中都装有2个白球，3个黑球。先从甲盒中任取1个球放入乙盒，再从乙盒中随机地取出一球。用X与Y分别表示从甲，乙盒中取得的白球数。

（1）求（X，Y）的联合分布律，并判断X与Y是否独立；

（2）求出Cov（X，Y），并由此判断X与Y的相关性。

31．求参数为λ的泊松分布的众数。

32．设二维随机变量（X，Y）服从正态分布N（0，1，1，4，ρ）。令[image: ]，其中a、b为实数，a≠b且ab≠0。

（1）当，ρ＝0时，分别写出ξ与η的分布（要求写出参数）及它们各自的标准化变量，并计算ξ与η相关系数；

（2）当ρ＝1/2时、计算ξ的变异系数；

（3）当ρ＝1/2时，计算η的中位数和众数；

（4）当ρ＝－1时，判断ξ与η的独立性和相关性。

33．三元正态变量[image: ]。

（1）写出X的每个分量的分布；

（2）判别[image: ]的相关性与独立性；

（3）若[image: ]的分布

第五章　大数定律及中心极限定理

从前面四章的介绍中，我们知道随机现象的规律性要在大量试验中重复考察才能体现出来，“大量”这一特点就导致了对于极限定理研究的必要性。极限定理是概率论的重要内容，也是数理统计学的基石之一。长期以来，对于极限定理的研究所形成的概率论分析方法影响着概率论的发展，同时，新的极限理论问题也在实际研究和应用中不断产生和解决，极限定理主要包括随机变量及其分布的极限性质和收敛性的一些结果。其中，大数定律及中心极限定理这两类定理是极限定理中的基本理论。大数定律主要探讨随机变量序列的平均在一定条件下的稳定性规律；而研究大量的随机变量之和的分布在一定条件下可以用正态分布去逼近，就是所谓的中心极限定理。我们将在本章中简单介绍一下这两类极限定理。


§5.1　大数定律

在给出大数定律之前，我们先介绍一下用数学语言表述大数定律时所用到的概率意义下的极限定义以及在证明大数定律时所涉及到的一些概率不等式。

（一）依概率收敛

定义5.1.1　设[image: ]为一随机变量序列，Y为一随机变量。若对任意的ε>0，都有


[image: ]


成立，则称[image: ]依概率收敛于（convergence；in probability）Y，记为[image: ]。

显然，（5.1.1）式可以等价表示为


[image: ]


一般地，称概率接近于1的事件为大概率事件，称概率接近于0的事件为小概率事件。由此可见，[image: ]依概率收敛于Y意味着：当n很大的时候，[image: ]十分接近Y，两者的偏差小于任意给定的正数ε这一事件发生的概率趋近于1，为一大概率事件。请注意，这种收敛性是在概率意义下的一种收敛，而不是数学意义上的一般收敛。

特别地，当Y＝c为一常数时，称[image: ]依概率收敛于常数c。

下面不加证明地给出依概率收敛的一个重要性质：

设[image: ]，其中a，b为两个常数，若二元函数g（x，y）在点（a，b）连续，则有


[image: ]


（二）马尔可夫不等式和切比雪夫不等式

定理5.1.1　（马尔可夫（Markov）不等式）若随机变量Y的k阶（原点）矩存在（k⩾1），则对任意的ε>0，有


[image: ]


成立。

特别地，当Y为取非负值的随机变量且它的k阶矩存在时，则有


[image: ]


证明　下仅就Y为连续型随机变量时给出证明。设Y的概率密度函数为f（x），那么对任意的ε>0，有


[image: ]


例5.1.1　某城市一周内发生交通事故的次数为一随机变量X，显然[image: ]。若已知E（X）＝75（起），求一周内发生事故的次数不少于100起的概率上界。

解　由于[image: ]，且X的期望存在，取k＝1，利用马尔可夫不等式，有


[image: ]


即一周内发生事故的次数不少于100起的概率上界为75％。

作为马尔可夫不等式的推论，可得：

定理5.1.2　（切比雪夫（Chebyshev）不等式）设X为一随机变量，期望和方差存在，分别记为[image: ]，则对任意的：ε>0，有


[image: ]


成立。

证明　在定理5.1.1中，取[image: ]，即可。

从（5.1.6）式可以看出，当X的方差越小，对于同一个[image: ]的上界就越小，即X落入区域[image: ]的可能性就越小，落入[image: ]这个μ附近区域的可能性就越大，这也进一步说明了方差这个数学特征的确是刻画了X的概率分布偏离其中心位置（期望）的离散程度。

切比雪夫不等式的重要性在于：不管随机变量的分布类型是什么，只要已知它的期望和方差，就可以对随机变量落入期望附近的区域[image: ]内或外的概率给出一个界的估计。

例5.1.2　证明：设随机变量X的方差存在，若D（X）＝0，则P（X＝c）＝1，其中c＝E（X）。

证明　由于X的方差存在，故其期望也存在。如果[image: ]，则必存在某正整数n，使得[image: ]，反之亦然。故[image: ]，于是，有


[image: ]


其中最后一个不等式用了切比雪夫不等式。这样就得到了[image: ]，即P{X＝E（X）}＝1。

例5.1.3　某天文机构研究宇宙中两颗行星的距离，进行了n次独立的观测，第i次的测量值为[image: ]光年，[image: ]。若[image: ]，其中μ是两颗行星的真实距离（未知）。现取n次观测值的平均作为真实距离的估计。（1）若测量次数n＝100，那么估计值与真实值之间的误差在±0.5光年之内的概率至少有多大？（2）若要以不低于95％的把握控制估计值与真实值之间的误差在±0.5光年之内，那么观测次数至少要多少次？

解　由于对任意的[image: ]，且每次观测独立，故


[image: ]


（1）当n＝100，由切比雪夫不等式，知


[image: ]


（2）同样利用切比雪夫不等式，


[image: ]


于是得。n⩾400，即至少要观测400次才能保证以不低于95％的把握控制估计值与真实值之间的误差在±0.5光年之内。

（三）几种大数定律

定义5.1.2　设[image: ]为一随机变量序列，若存在常数序列[image: ]，使得对任意的ε>0，有


[image: ]


成立，即当[image: ]，则称随机变量序列[image: ]服从弱大数定律（weak law of large numbers），简称服从大数定律。

下面给出几种常见的大数定律，

定理5.1.3　（马尔可夫（Markov）大数定律）[image: ]为一随机变量序列，若对所有i⩾1，方差D（Xi）都存在，并且


[image: ]


则对任意的ε>O，有


[image: ]


成立，即随机变量序列[image: ]服从大数定律。

证明　记[image: ]。对Yn应用切比雪夫不等式，并结合条件（5.1.8），可得


[image: ]


例5.1.4　在多重贝努里试验中，事件A在每次试验中发生的概率为p，0<p<1。n⩾1，令


[image: ]


证明：{Xn｝服从大数定律。

解　由于是贝努里试验，因此每次试验的结果是相互独立的。由P（A）＝p及Xn的定义，可知

[image: ]｛事件A在第n次发生，且在第n＋1次试验中也发生｝＝[image: ]。

因此[image: ]均服从参数为[image: ]。而且当[image: ]时，Xi与Xj独立，所以


[image: ]


即满足条件（5。1。8），由马尔可夫大数定律知｛Xn}服从大数定律，且


[image: ]


利用马尔可夫大数定律，我们还可以得到以卞的一些推论。

推论5.1.1　（切比雪夫（Chebyshev）大数定律）设[image: ]是相互独立的随机变量序列，若存在常数C，使得


[image: ]


即，所有Xi的方差都有共同的上界C，则对任意的ε>0，有（5.1.9）式成立，即随机变量序列[image: ]服从大数定律。

证明　注意到


[image: ]


即条件（5.1.8）满足，由定理5.1.3，推论得证。

推论5.1.2　设[image: ]是相互独立的随机变量序列，且对于任意的i⩾1，有[image: ][image: ]，此时（5.1.9）式也成立。

证明　因为此时，[image: ]，即满足切比雪夫大数定律的条件，所以（5.1.9）成立。

这一推论告诉我们，一组期望相同，方差也相同的独立随机变量序列[image: ]的算术平均[image: ]依概率收敛到它们共同的期望（当[image: ]时）。

例5.1.5　设[image: ]是相互独立的随机变量序列，且它们的分布律为


[image: ]


试判断[image: ]是否服从大数定律？

解　由于对任意的i⩾1，有


[image: ]



[image: ]


所以[image: ]相互独立，期望相同，方差也相同，由推论5.1.2知满足大数定律，且[image: ]。

更有甚者，若在推论5.1.2中取Xi为服从参数相同的0－1分布的随机变量，就得到了下面著名的贝努里大数定律。

推论5.1.3　（贝努里（Bernoulli）大数定律）设nA为n重贝努里试验中事件A发生的次数，p为事件A在每次试验中发生的概率（O<p<1），即P（A）＝p，则对任意的ε>0，有


[image: ]


证明　引入随机变量


[image: ]


易见[image: ]相互独立，都服从参数为p的0－1分布。从而


[image: ]


由推论5.1.2知，


[image: ]


贝努里大数定律提供了用频率的极限值来确定概率的理论依据。事实上，在本书的第一章就曾提及在重复试验中某一事件发生的频率具有一定的稳定性，即当试验次数增加时，事件发生的频率稳定于某一确定的常数附近。这一发现启发人们用一个确定的数去表征某事件发生的可能性大小，进而有了“概率”一词的说法、概率论的研究至今约有300多年的历史，作为这门学科的基础，“概率”定义的合理性和严密性这一根本何题在此学科的起始阶段一直困扰着研究者，一直到1713年，贝努里在其名著《推测术》中提出了上述这一大数定律，才从数学上严格证明了频率的稳定值即为概率的结论。因此，贝努里的这篇文章有时也被称为概率论中的第一篇论文，这个结果也为概率论的公理化体系奠定了扎实的理论基础。

例5.1.6　（用蒙特卡岁方法（也称随机投点法）计算定积分）f（x）为定义在［0，1］上的连续函数，且[image: ]。求定积分[image: ]的近似值。

解　设（X，Y）服从正方形[image: ]的均匀分布，则X与Y相互独立，且都服从［0，1］上的均匀分布。令事件[image: ]，则A发生的概率为


[image: ]


即定积分I的值就是事件A发生的概率p。那么根据贝努里大数定律，我们可以通过做大量重复独立试验，以试验中事件A发生的频率来作为定积分I的近似值。

下面用蒙特卡罗方法来得到事件A发生的频率：

（1）用计算机随机产生［0，1］均匀分布的2n个随机数[image: ][image: ]，一般这里的n是比较大的数，如：104，105，等；


[image: ]
图5.1.1


（2）考察这n对数据[image: ]，记录满足不等式[image: ]的次数[image: ]，那么[image: ]即为事件A发生的频率，于是[image: ]（见图5.1.1）。

这种做法其实就是将（X，Y）看成正方形[image: ]的随机点，用随机点落在区域[image: ]中的频率作为定积分[image: ]的近似值，所以此法也称为随机投点法。

马尔可夫大数定律给出了在方差满足某些条件的情况下，随机变量序列服从大数定律。但如果随机变量的方差不存在，大数定律是否满足呢？下面的定理给出了回答。

定理5.1.4　（辛钦（Khintchine）大数定律）设[image: ]为独立同分布的随机变量序列，且期望存在，记为μ，则对任意的ε>0，有


[image: ]


即，此时随机变量序列[image: ]也服从大数定律。

该定理的证明需要用到随机变量的特征函数，这里就不介绍了（可以参见《概率论》，林正炎、苏中根著）。

在现实生活中，人们常常用多个观察值的平均来作为某个考察指标的一个估计。譬如：考察浙大学生的平均身高，一般的作法是：随机地抽取一些学生，比方说1000个学生，以这1000个学生的平均身高作为浙大学生平均身高的一个近似，这样做的依据其实就是辛钦大数定律。它为寻求随机变量期望的近似提供了一个理论保证。因为若对随机变量X独立重复地观察n次，那么这n次的结果[image: ]应该是相互独立，而且都是与X同分布的。那么不管X的分布是什么，只要X的期望存在，利用辛钦大数定律，就可以用平均观察结果[image: ]来近似表示E（X）。而且辛钦大数定律也为数理统计中的矩法估计提供了一定的理论依据。

注意到，当[image: ]为独立同分布的随机变量序列，若h（x）为一连续函数，则[image: ]也是独立同分布的。因此由辛钦大数定律可以得到以下这一推论：

推论5.1.4　设[image: ]为独立同分布的随机变量序列，若h（x）为一连续函数，且[image: ]，则对任意的ε>0，有


[image: ]


其中[image: ]。

例5.1.7　[image: ]为一独立同分布的随机变量序列，[image: ]，问：（1）对任意的[image: ]满足大数定律吗？若满足，请求出其极限值，若不满足，则说明理由；（2）对[image: ]依概率收敛吗？若收敛，请给出收敛的极限值，否则说明理由。

解　（1）由于[image: ]独立同分布，故对任意的[image: ]也相互独立，而且分布相同。又[image: ]，故[image: ]存在，且值为


[image: ]


根据辛钦大数定律，知对任意的。ε>0，


[image: ]


即[image: ]满足大数定律，且


[image: ]


事实上，这里取了[image: ]，所以直接利用推论5.1.4也可得结论。

（2）记[image: ]，且[image: ]由于[image: ]独立同分布，则[image: ]也独立同分布，且


[image: ]


根据辛钦大数定律，得


[image: ]


取[image: ]，利用依概率收敛的性质（5.1.3）式，有


[image: ]



§5.2　中心极限定理

自从高斯在研究测量误差时导出了正态分布，人们在以后的生活和实践中越来越意识到正态分布的常见性和重要性。这不仅因为很多随机变量的分布是正态分布，还由于现实世界中许多研究对象是受大量的相互独立的随机因素影响着，而其中每一个个别因素在总的影响中所起的作用都是微乎其微，这样的对象往往就近似地服从正态分布，这就是中心极限定理的客观背景。粗略而言，中心极限定理主要描述了大量的随机变量之和的分布可用正态分布来逼近。

最早的中心极限定理是关于n重贝努里试验的。早在18世纪初期，德莫佛就事件发生的概率p＝1/2时证明了二项分布的极限分布为正态分布。此后，拉普拉斯和李雅普诺夫等人改进了他的证明并把二项分布推广到了更为一般的分布。到了20世纪二三十年代，林德伯格条件和费勒条件的提出及特征函数理论的系统化，更是促进了中心极限定理的显著发展。

中心极限定理（central limit theorem，常简写为CLT）这一名称是1920年由波利亚给出的。至今，学者们已得到了多种情形下的中心极限定理，在本节中我们仅仅列出其中最基本的几个结果。

（一）独立同分布情形

定理5.2.1　（林德伯格（Lindeberg）一勒维（Lévy）中心极限定理，也称之为独立同分布的中心极限定理）设[image: ]为独立同分布的随机变量序列，且期望[image: ]和方差[image: ]存在（σ>0），则对任意的x∈R，有


[image: ]


这也就是说，均值为μ，方差为σ2的独立同分布的随机变量的部分和[image: ]的标准化变量[image: ]，当n充分大时，近似地服从标准正态分布N（0，1），即


[image: ]


显然，上式也可以表示为


[image: ]


将定理5.2.1应用到n重贝努里试验中，可得如下推论。

推论5.2.1　（德莫弗（De Moivre）－拉普拉斯（Laplace）中心极限定理）设nA为在n重贝努里试验中事件A发生的次数，p为事件A在每次试验中发生的概率（0<p<1），即P（A）＝p，则对任意的[image: ]，有


[image: ]


证明　引入随机变量


[image: ]


易见[image: ]，并且[image: ]相互独立，都服从参数为p的0－1分布，从而


[image: ]


由定理5.2.1，知结论成立。

注意到nA服从二项分布B（n，p），所以由德莫弗—拉普拉斯中心极限定理可知，当n充分大时，二项分布可用正态分布来逼近。

例5.2.1　某宴会提供一瓶6升（l）的大瓶法国红酒，假定与会者每次所倒红酒的重量服从同一分布，期望值为100毫升（ml），标准差为32毫升。若每次所倒红酒都是相互独立的，试问：倒了55次后该瓶红酒仍有剩余的概率约为多少？

解　设Xi为第i次所倒的红酒重量（单位：ml），i＝1，2，…，55，则[image: ]相互独立。对任意的[image: ]的分布相同，且[image: ]。由独立同分布的中心极限定理，知


[image: ]


所以


[image: ]


例5.2.2　某校1500名学生选修“概率论与数理统计”课程，共有10名教师主讲此课，假定每位学生可以随意地选择一位教师（即，选择任意一位教师的可能性均为1/10），而且学生之间的选择是相互独立的。问：每位教师的上课教室应该设有多少座位才能保证该班因没有座位而使学生离开的概率小于5％。

解　由于每位学生可以随意地选择一位教师，因此我们只需要考虑某个教师甲的上课教室的座位即可。引入随机变量；


[image: ]


则Xi独立同分布，均服从参数为1/10的。0－1分布。记[image: ]，则Y为选择教师甲的学生数，且Y～B（1500，1/10）。利用德莫弗—拉普拉斯中心极限定理知


[image: ]


设教室需设a个座位，那么为使学生不因没有座位而离开教室，就需Y⩽a。由题意，知需要满足


[image: ]


查附表2，得[image: ]，故需[image: ]，解得a>169.11。故每位教师的上课教室应该设有170个座位才能保证因没有座位而使学生离开的概率小于5％。

例5.2.3　在2008年5月1日，杭州在全国首先推出公共自行车服务，执行至今，杭州市政府想了解一下市民对该服务政策的满意率p，0<p<1。某调查公司受委托进行调查，随机抽取调查对象，并将调查对象中对此服务满意的频率作为p的估计[image: ]。现要保证至少有95％的把握使得真实满意率p与调查所得的满意率估计[image: ]之间的差异小于10％，问至少需要调查多少对象？

解　设随机调查了n个对象，记


[image: ]


则Xi独立同分布，均服从参数为p的0－1分布，[image: ]。记Yn，为n个对象中对服务政策满意的人数，则[image: ]，且[image: ]。而利用（5.2.3）或德莫弗－拉普拉斯中心极限定理，可以得到


[image: ]


由题意知需满足


[image: ]


即


[image: ]


查附表2，得[image: ]，从而需


[image: ]


由于对任意的0<p<1，有[image: ]，即至少需要调查97个对象。

事实上，此题也可以用切比雪夫不等式来解答。

由于[image: ]，利用切比雪夫不等式，知


[image: ]


成立，则一定可以保证[image: ]。而（5.2.5）式的成立，即需


[image: ]


同样由于对任意的0<p<1，有[image: ]，所以n⩾500，Hp利用切比雪夫不等式，我们得到的解答是：至少需要调查500个对象。

（二）独立不同分布情形

定理5.2.2　（李推普诺夫（Lyapunov）中心极限定理）设[image: ]为相互独立的随机变量序列，其期望[image: ]存在[image: ]，若存在ε>0，使得


[image: ]


其中[image: ]。那么对于任意的[image: ]，有


[image: ]



思考题五

1．依概率收敛与高等数学中的收敛含义有何区别？

2．马尔可夫不等式与切比雪夫不等式分别适用于哪些随机变量？

3．大数定律与中心极限定理的联系与区别。

4．对于例5.2.3而言，为什么利用中心极限定理与切比雪夫不等式得到的结论有所差异？


习题五

1．某种类的昆虫每周产卵数为随机变量X（以个计），若已知其平均周产卵数为36个。

（1）求一周内该昆虫产卵数不少于50个的概率至多有多少？

（2）若又己知该昆虫每周产卵数的标准差为2，那么一周内产卵数在范围（32，40）内的概率至少有多大？

2．一种遗传病的隔代发病率为10％，在得病家庭中选取500户进行研究，试用切比雪夫不等式估计这500户中隔代发病的比例与发病率之差的绝对值小于5％的概率下界，

3．抛掷一枚均匀的硬币，直至硬币的两面均出现为止，记ξ为抛掷的次数。利用切比雪夫不等式找一个区间（a，b），使得[image: ]成立。

4．设随机变量序列[image: ]独立同分布，都服从[image: ]，其中a>0。令[image: ]，证明：[image: ][image: ]。

5．设随机变量序列[image: ]相互独立，Xi服从参数为[image: ]的泊松分布。问：[image: ]是否服从大数定律？

6．[image: ]为独立同分布的正态随机变量序列，若[image: ]，其中σ>0。向以下的随机变量序列当[image: ]时依概率收敛吗？若收敛，请给出收敛的极限值，否则请说明理由：


[image: ]


7．设随机变量序列[image: ]独立同分布，都服从期望为1/λ的指数分布，其中λ>0。

（1）若对任意的ε>0，均有[image: ]成立，求a值；

（2）给出[image: ]的近似分布；　（3）求[image: ]的近似值。

8．已知某瑜伽学习班报名人数服从泊松分布，期望为50，受场地限制，健身教练认为一个班最多可以容纳60名学员，即如果报名人数超过60人时，应采用分班授课的形式。问该瑜伽学习班采用分班授课的概率大约是多少？

9．设随机变量X服从辛普森分布（亦称三角分布），概率密度函数为


[image: ]


（1）对X进行100次独立观察，事件[image: ]出现的次数记为Y，试用三种方法（Y的精确分布，用泊松分布来作为Y的近似分布，中心极限定理）分别求出P{Y>2}；

（2）要保证至少有95％的把握使得事件[image: ]出现的次数不少于80次，问至少需要进行多少次观察？

10．某企业庆祝百年华诞，邀请了一些社会名流及企业的相关人士来参加庆典。被邀请者独自一人或携伴（一位同伴）出席，也有可能因故缺席，这三种情况的可能性分别为0.33，0.5，0.2。若此次庆典事先发出了800份邀请函，若每位被邀请人参加庆典的行为相互独立，问有超过千人出席该庆典的可能性大概有多大？

11．某次“知识竞赛”规则如下：参赛者最多可抽取3个独立的问题一一回答，若答错就被淘汰，进而失去回答下一题的资格。每答对一题得1分，若3题都对则再加1分（即共得4分）。现有100名参赛选手参赛，每人独立答题

（1）若每人至少答对一题的概率为0.7，用中心极限定理计算“最多有35人得0分”的概率近似值；

（2）若题目的难易程度类似，每人答对每题的概率均为0.8，求这100名参赛选手的总分超过220分的概率近似值。

第六章　统计量与抽样分布

前面五章我们讨论了概率论中最基本的内容，从本章起，我们将进人数理统计部分的学习。

数理统计是一门以数据为基础的学科，可以定义为收集数据，分析数据和由数据得出结论的一组概念、原则和方法。数理统计并没有自己的实验或研究对象，但数理统计为其他学科提供了一整套研究问题的方法。

数理统计应用非常的广泛，它几乎渗透到人类活动的一切领域，把数理统计应用到不同的领域就形成了适用于特定领域的统计方法，如生物领域的“生物统计”；教育领域的“教育统计”；经济和金融领域的“金融统计”；保险精算领域的“保险统计”等等。事实上，在日常生活中每个人每天都在接受大量的统计信息，现代社会的报纸、杂志经常刊登以统计为主题的文章，电视节目中我们也常看到许多节目或广告以数据为主题，所以，只有对统计有所了解才能帮助我们去正确评价某些统计结果，才能用客观的态度去审视某些统计分析。

本章介绍数理统计中的一些基本概念，如总体、随机样本、统计量等，并介绍数理统计中最常见的几个统计量及抽样分布。


§6.1　随机样本与统计量

（一）总体与样本

数理统计中，我们把“研究对象的全体”称为总体（population），而总体中的每个成员被称为个体（individual），因此，个体可能是人，也可能是动物或物体。总体中所包含个体数称为总体的容量。容量为有限的称为有限总体（finite population），容量为无限的称为无限总体（infinite population）。数理统计学要研究的并不是总体或个体的本身，而是描述总体的某些指标。

例6.1.1　现要研究某一个公司员工工资水平及其影响工资水平的因素。这个公司的每个员工就是一个“个体”，而所有员工构成一个“总体”。由于公司的员工总数是有限的，因此，是一个有限总体。每个员工都附着有年龄、性别、工种、工资、受教育程度等指标（变量），均为描述总体特征的指标。

为了采用数理统计方法对公司员工工资水平及其影响工资水平的因素进行分析，首先要收集个体的各个指标的数据，并一一列出，即得到数理统计分析、推断所需要的数据集。数据集是数理统计研究的基础，所以正确收集数据的方法应该是数理统计学习的开始。一般在收集数据前，我们必须明确研究范围，研究对象，并确定需要研究对象的具体特征等等。数据收集方法一般有两种。

（1）通过调查收集数据。如上面的例子中，我们要得到公司员工的“年龄、性别、工种、工资、受教育程度”这些资料，只要到公司的人事部门调出公司员工的档案，并一一记录就可以得到所需要的资料。有时也可以通过问卷调查得到所要的数据资料。

（2）通过实验收集数据。如为研究某种药物在血液中被吸收的情况，研究人员将这种药物注入24个人体内，注射后30分钟测量人体血液中的药物浓度。这种试验的目的是揭示出一些变量在其他变量变化时作出的响应。根据研究问题的需要，通常会将24个人分成几组（如三组），每组人的药物注射量不一样，由此收集到的注射后30分钟后人体血液中的药物浓度可以说明注射量对血液中药物浓度的影响。

在数理统计的课程中分别有“抽样方法”和“试验设计”两门课程专门研究如何正确有效地收集数据的方法。这里不作详细介绍。

总体的某个指标X，对于不同的个体来说有不同的取值，这些取值可以构成一个分布，因此X可以看成一个随机变量。有时候就把X称为总体。假设X的分布函数为[image: ]，也称[image: ]为总体。如果我们关心总体两个或两个以上的指标，可用随机向量[image: ]来表示。如上例中，采用X表示年龄，Y表示性别，Z表示工种，W表示工资，V表示受教育程度，即可用（X，Y，Z，W，V）表示总体。为了方便，今后不再特别区分总体和相应指标，均记为总体X，或总体[image: ]。在实际中，总体的分布一般是未知的，或只知道它具有某种形式，但其中包含着未知参数。数理统计主要任务是从总体中抽取一部分个体，根据部分个体的数据对总体分布给出推断。被抽取的部分个体叫总体的一个样本（sample），被抽取个体数称为样本容量。

假设我们从总体X中随机地抽取n个个体，随着抽取的个体的不同，指标X的取值也不同，分别记为[image: ]，称其为随机样本（random sample）。按不同的抽取方法可得到不同的随机样本。如果在抽取样本时，确保总体中的每个个体均有相同的被抽中的概率，即Xi可能是总体中的任意一个个体，从理论上看，Xi与总体X有相同的分布，进一步，假设每个个体独立抽取，则随机样本[image: ]是简单随机样本（simple random sample）。简单随机样本[image: ]可以看成是相互独立同分布的随机变量。

对所抽取的样本进行观察，得出一组实数：[image: ]，我们称[image: ]为样本[image: ][image: ]的一组观察值（或样本值）。综合上述，我们给出以下的定义。

定义6.1.1　设总体X是具有分布函数[image: ]的随机变量，[image: ]是来自总体X的随机样本。若满足

（i）[image: ]是相互独立的随机变量；

（ii）每一[image: ]与总体X有相同的分布函数；

则称[image: ]为取自总体X的简单随机样本。为方便计，本书以后提到的“样本”均指的是简单随机样本。

如果总体的分布函数为F（x），则根据上述定义，样本的联合分布函数为：


[image: ]


如果总体的概率密度为f（x），则样本的概率密度为：


[image: ]


注　对于有限总体，采用放回抽样就能得到简单随机样本。但当总体容量很大的时候，放回抽样有时候很不方便，因此在实际中当总体容量比较大时，通常将不放回抽样所得到的样本近似当作简单随机样本来处理。对于无限总体，一般采取不放回抽样。

（二）统计量

样本是进行统计推断的依据。在获得了样本之后，下一步就要对样本进行统计分析和对总体进行统计推断，即对样本进行加工、整理，从中提取有用信息，并根据这些信息对总体作出推断，例如，假设流水线上生产的产品的重量服从正态分布[image: ]（参数[image: ]未知），现从生产流水线上抽取样本，其重量为[image: ]，我们可以计算它们的平均值[image: ]，用[image: ]作为总体均值μ的估计。这里[image: ]是样本[image: ]的函数，称为统计量（statistic）。

定义6.1.2　设[image: ]是来自总体X的一个样本，[image: ]是样本[image: ][image: ]的函数，若g中不含未知参数，则称[image: ]是一统计量。

由于统计量是样本的函数，不包含任何的未知参数，所以一旦有了样本观察值，就可以算出统计量的值。在统计学中，根据不同的目的可以构造出许多不同的统计量。下面是几种常用的重要统计量。

1．样本平均值


[image: ]


2．样本方差


[image: ]


3．样本标准差


[image: ]


4．样本k阶（原点）矩


[image: ]


5．样本k阶中心矩


[image: ]


对于上面的几个常用的统计量，作如下的说明：

（1）一般，用样本均值[image: ]；作为总体均值μ的估计；用样本方差S2作为总体方差σ2的估计；用样本原点矩Ak（样本中心矩Bk）作为总体原点矩产μk、（总体中心矩Vk）的估计。

（2）总体方差的估计可以用S2也可以用B2，主要的区别是S2作为总体方差估计是无偏估计，但B2作为总体方差的估计是有偏的（关于估计的无偏性我们将在下一章讨论）。

（3）总体的任一个未知参数可以有多个不同的估计，因此，参数估计不唯一

（4）假设[image: ]是一个从总体X中抽取的简单随机样本，假设[image: ]存在，由辛钦大数定律可知，


[image: ]


进一步，如果[image: ]是一个连续函数，由依概率收敛的性质，


[image: ]



§6.2　[image: ]分布，t分布，F分布

统计量的分布称为抽样分布（sampling distribution）。在使用统计量进行统计推断时需要知道抽样分布。一般来说要给出统计量的精确分布是很困难的，但在某些特殊情形下，如总体是正态分布的情形下，我们可以给出某些统计量的精确分布，这些精确抽样分布为正态总体情形下参数推断提供了理论依据。

在数理统计中，最重要的三个分布分别为：[image: ]分布，t分布和F分布。

（一）[image: ]分布

定义6.2.1　（[image: ]分布）设[image: ]为独立同分布的随机变量，且都服从N（0，1），记[image: ]，则称Y服从自由度为n的[image: ]分布，记[image: ]分布的概率密度为


[image: ]



[image: ]
图6.2.1


[image: ]分布的概率密度可以由下面的方法导出，如果[image: ][image: ]，其分布为[image: ]。假设[image: ]为独立同分布的随机变量，则[image: ]仍是独立同分布的随机变量，从而由[image: ]分布的可加性知，


[image: ]


由此可得出（6.2.1）。[image: ]分布的密度函数[image: ]的图形如图6.2.1所示。

[image: ]分布有如下的性质，

（1）[image: ]分布可加性

设[image: ]，且两者相互独立，则[image: ]。

证明　根据[image: ]分布的定义，我们可以把Y1和Y2分别表示为


[image: ]


其中[image: ]和[image: ]都服从标准正态分布N（0，1），且相互独立。所以，根据[image: ]分布的定义，


[image: ]


（2）[image: ]分布的数学期望和方差

[image: ]。即[image: ]分布的期望等于自由度，而方差等于自由度的2倍。

证明：设[image: ]，可以表示为[image: ]，其中[image: ]且相互独立，因而，[image: ]，从而有


[image: ]


由分步积分可以得出[image: ]，于是有[image: ]，由[image: ][image: ]的独立性，有


[image: ]


（3）[image: ]分布分位点

对子给定的正数α，0<α<1，称满足条件


[image: ]


的点[image: ]为[image: ]分布的上（侧）α分位点，如图6.2.2所示。对于不同的α，n，上侧α分位点的值可见附表4。


[image: ]
图6.2.2


例6.2.1　对于α＝0.1，n＝25，查附表4得[image: ]。也可以通过Excel查出[image: ]（25）的值。具体如下；在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“CHIINV”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入Probability＝0.1， Deg-free-dom＝25，点击“确定”[image: ]即在单元格中出现“34.382”。

例6.2.2　[image: ]分布的概率值也是可以通过Excel表单得出。假设[image: ]（25），计算P（X>36）的值，具体如下：在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“CHIDIST”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入“X＝36，Deg_freedom＝25”，然后点“确定”[image: ]在单元格中出现“0.0716”。即[image: ]。注意，Excel中[image: ]分布的概率值实际上给出的是尾概率的值。如果要计算[image: ]，则先要在Excel中求出P（X>36）的值，再由[image: ]给出[image: ]。

注　费歇（R. A. Fisher）曾证明，当n充分大时，[image: ]分布的上侧α分位点可以有如下的近似，


[image: ]


其中[image: ]是标准正态分布的上侧分位点。利用这个关系式可以求出n>40时，[image: ]分布的上侧α分位点的近似值。

（二）t分布

定义6.2.2　（t分布）设[image: ]，且X，Y相互独立，则称随机变量


[image: ]


服从自由度为n的t分布。记[image: ][image: ]分布又称为学生氏（Student）分布。t（n）分布的概率密度函数为


[image: ]


t分布密度函数如图6.2.3所示，其中[image: ]为标准正态密度函数。


[image: ]
图6.2.3


t分布有如下的性质：

（1）t分布的密度函数ft（y）是偶函数，关于y轴对称。

（2）由t分布的密度函数可以得到，


[image: ]


即当n足够大时，t分布近似于标准正态分布N（0，1）。

（3）t分布分位点。对于给定的正数[image: ]，称满足条件[image: ]的点[image: ]分布的上侧α分位点，如图6.2.4所示。


[image: ]
图6.2.4



由t分布密度函数的对称性可知：[image: ]。对于不同的α，n，上侧a分位点的值可见附表3。

例6.2.3　对于α＝0.05，n＝25，查附表3得[image: ][image: ]。也可以通过Excel查出[image: ]的值。具体如下：在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“TINV”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入“Probabilit 0.1，Deg_freedom＝25”，点击“确定”[image: ]即在单元格中出现“1.708”。

例6.2.4　t分布的概率值也可以通过Excel表单简单得出的。假设X～t（5），计算P（X>2）的值，具体如下：在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“TDIST”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入“X＝2，Deg_freedom＝5，Tails＝1”，然后点“确定”[image: ]即在单元格中出现“0.05097”。注意“Tails＝1”表示所得的概率是单边的，如果“Tails＝2”表示所得的概率是双边的，所求出的是[image: ]的值，即[image: ]。

注　数理统计书后的附表中的t的分位点的α不是很多，而且n也只到45为止。一般情形下，当n>45时，可以用标准正态分布来近似。但在Excel中可以查到你所想要的任意α和n取值的上。分位点。

（三）F分布

定义6.2.3　（F分布）设[image: ]，且U，V相互独立，则称随机变量


[image: ]


服从自由度为[image: ]的F分布。记[image: ]分布的概率密度函数为


[image: ]


F分布密度函数如图6.2.5所示。


[image: ]
图6.2.5


F分布有如下的性质：

（1）由F分布的定义可知，若[image: ]。

（2）如果[image: ]，则[image: ]。

证明：由t分布的定义可知，X可表示为


[image: ]


其中[image: ]，并且Y与Z相互独立，所以


[image: ]


再由F分布的定义即可知[image: ]。

（3）F分布分位点。对于给定的正数α，0<α<1，称满足条件


[image: ]


的点[image: ]为[image: ]分布的上侧α分位点，如图6.2.6所示，


[image: ]
图6.2.6


对于不同的α，n，上侧α分位点的值可见附表5，由性质（1），我们可以得出F分布分位点如下关系式，


[image: ]


证明：设[image: ]，则有


[image: ]


即有[image: ]

例6.2.5　对于[image: ]，查附表5得[image: ]。也可以通过Excel查出[image: ]的值。具体如下：在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“FINV”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入Probability＝0.1，Deg_freedom1＝9，Deg_freedom2＝10，然后点击“确定”[image: ]即在单元格中出现“2.347”。

注　一般数理统计书后的附表中的F的α分位点的α是比较小的值，如α＝0.1，0.05，0.025，0.01，0.005等，对于较大的α值的分位点通常可以利用[image: ]计算得出。

例6.2.6　如F表中查不到[image: ]，所以，


[image: ]


但在Excel中可以查到你所想要的任意α和[image: ]取值的F分布的上分位点。

例6.2.7　对于F分布的概率值可以通过Excel表单简单得出。假设X～F（9，10），计算P（X>3）的值，具体如下：在Excel表单的任一单元格输入“＝”[image: ]在主菜单中点击“插入（I）”[image: ]“函数（F）”[image: ]在“选择类别”的下拉式菜单中选择“统计”[image: ]选择“FDIST”点击“确定”[image: ]在函数参数表单中输入“X＝3，Deg_freedom1＝9，Deg_freedom2＝10”，然后点“确定”[image: ]即在单元格中出现“0.0510”。注意Excel得出的F分布的概率值实际上是分布尾部概率的值。如果要计算P（X⩽3）的值，先计算P（X>3）的值，然后再由P（X⩽3）＝1－P（X>3）给出P（X⩽3）＝0.9490。


§6.3　正态总体下的抽样分布

对正态总体，样本均值、样本方差以及某些重要的统计量的抽样分布具有很完美的结果，它们为经典数理统计的参数估计和假设检验奠定了坚实的基础。

定理6.3.1　设[image: ]为来自正态总体[image: ]的简单随机样本，[image: ]是样本均值，则有


[image: ]


证明：由第四章正态分布的性质即可知。

定理6.3.2　设[image: ]为来自正态总体[image: ]的简单随机样本，[image: ]是样本均值，S2是样本方差，则有[image: ]相互独立。

证明：见附录6.4。

定理6.3.3　设[image: ]为来自正态总体[image: ]的简单随机样本，[image: ]是样本均值，S2是样本方差，则有


[image: ]


证明：由定理6.3.1和定理6.3.2，


[image: ]


且两者独立，由t分布的定义知


[image: ]


定理6.3.4　设[image: ]分别为来自正态总体[image: ]和[image: ]的简单随机样本，并且两个总体相互独立。记[image: ]分别是两个样本的样本均值，[image: ][image: ]分别是样本方差，则有


[image: ]


证明：（1）由定理6.3.2，


[image: ]


由假设知[image: ]独立，根据F分布的定义知，


[image: ]


（2）由正态随机向量的性质知，


[image: ]


又由[image: ]分布的可加性，


[image: ]


由定理6.3.2可知，U和V相互独立，根据t分布的定义知，


[image: ]



§6.4　附录

定理6.3.2的证明：令[image: ]显然，[image: ]相互独立，且都服从N（0，1）分布，记


[image: ]


设A为n阶正交方阵，且假定它的第一行所有元素均为[image: ]，令


[image: ]


A是正交方阵，[image: ]（I为单位矩阵。）由此可知


[image: ]


再由A的构造，即第一行的所有元素是[image: ]，可知


[image: ]


故[image: ]仍是正态随机变量，由于[image: ]并且A为正交方阵，可得


[image: ]


其中[image: ]。

因此，[image: ]仍是相互独立同分布，[image: ]并且，


[image: ]


即[image: ]有关，而[image: ]仅依赖于[image: ]，因此推出[image: ]和[image: ]相互独立。


思考题六

1．什么是统计量？什么是统计量的值？什么是抽样分布？

2．简单随机样本有哪两个主要性质？在实际中如何获得简单随机样本？

3．N（O，1），t分布，[image: ]分布和F分布的双侧、下侧、上侧分位点是如何定义的？怎样利用附表查这些分位点的值？如何利用Excel查出分位点的值？

4．从总体X中抽取样本[image: ]，假设X服从[image: ]，则下列结果哪些不正确，为什么？


[image: ]


5．设[image: ]为来自总体X的一个简单随机样本，记[image: ]分别是样本均值和样本方差，则[image: ]与[image: ]一定是相互独立的吗？

6．设[image: ]一定成立吗？


习题六

1．设总体X的期望为μ，方差为[image: ]，从中随机抽取一个容量为285的样本，记[image: ]为样本均值，试求[image: ]。

2．设[image: ]为来自总体X的一个样本，总体[image: ]，记[image: ]，[image: ]分别为样本均值和样本方差。

（1）求[image: ]；

（2）写出[image: ]的分布；

（3）当n为偶数时，写出[image: ]的分布。

3．设[image: ]和[image: ]分别是样本X1，X2…，Xn的样本均值和样本方差，现又获得了一个新的样本Xn+1，证明：


[image: ]


假设样本来自正态总体N（0，1），给出[image: ]和[image: ]的分布。

4．对一重量为a的物体独立重复称n次，现准备用这n次读数的平均值去估计a。假设这批读数来自均值为a的正态总体，总体标准差为2.5。试问n至少多大才能使估计值与a之差的绝对值不超过0.5的概率大于95％？

5．设总体[image: ]为取自总体的一个简单随机样本。

（1）问[image: ]依概率收敛到什么？

（2）记[image: ]的分布函数为Fn（x），求[image: ]；

（3）记[image: ]为样本均值，求[image: ]和[image: ]。

6．总体[image: ]是来自总体X的一个样本，求：

（1）[image: ]；

（2）[image: ]。

7．设总体X～N（0，4），从中抽取—容量为9的简单随机样本X1，X2，…，X9。设


[image: ]


试决定常数a，b，c，使得随机变量Y服从[image: ]分布，并求其自由度。

8．假设X1，X2，…，X9和Y1，Y2，…，Y9分别为来自总体X和Y的简单随机样本，并设X，Y相互独立，都服从正态分布N（0，9），试问统计量


[image: ]


服从什么分布？为什么？

9．设X1，X2，X3，X4是来自正态总体N（0，σ2）的样本，记[image: ]，试求：


[image: ]


10．设总体[image: ]为来自总体X的简单随机样本，求：

（1）[image: ]的数学期望和方差；　（2）S2的数学期望；　（3）[image: ]。

11．设X1，X2，…，Xn是总体X～N（0，1）的样本，[image: ]和S2分别为样本均值和样本方差，Xn+1是一个新增的样本，试确定[image: ]的分布。

12．给出下列分位点的值：


[image: ]


13．设X1，X2，…，Xn是一个简单随机样本，来自总体X服从均值为1/λ的指数分布，问X（1）和nX（1）是不是统计量？给出X（1）和nX（1）的分布，其中[image: ]。

14．在两个等方差的正态总体中，独立地各抽取一个容量为7的样本，它们的样本方差分别为[image: ]和[image: ]，问C取何值时


[image: ]


15．设总体X～U（0，θ），X1，…，X5是取自总体X的一个样本，[image: ]和S2是相应的样本均值和样本方差，求[image: ]和E（S2）。

16．设从正态总体[image: ]中独立地抽取两个样本，分别为X1，X2，…，X6和[image: ]，[image: ]分别为两个样本的样本均值和样本方差，试确定


[image: ]


17．设总体X服从[image: ]为取自该总体的一组简单随机样本，求[image: ]的值。


第七章　参数估计

统计推断为我们提供了从样本数据中得出有关总体结论的方法，通常分为两大类：参数估计与假设检验。本章讨论总体参数的估计问题。在前面已多次使用“参数”这个词，它指的是总体分布函数F（x，θ）中所含的未知参数θ。但是，在统计研究中，参数的含义更广泛一些，用来刻画总体某方面性质的量统称为参数。在实际应用中，参数估计常有两种方案：点估计和区间估计。简单地说，点估计就是用一个具体的数值去估计一个未知参数。区间估计就是把未知参数估计在某两个界限之间。譬如，估计某个城市居民某年的人均消费为10000元，这是一个点估计；若估计人均消费在8000元到12000元之间，这就是一个区间估计。点估计与区间估计是互为补充的两种参数估计形式。


§7.1　点估计

设总体X的分布函数为F（x，θ），θ是待估参数，X1，X2，…，Xn是X的一个样本。点估计问题就是要构造适当的一个统计量[image: ]，用来估计未知参数θ，我们称[image: ]为θ的估计量。如果把其中的样本用样本观察值x1，x2，…，xn代替，则称[image: ]为θ的一个估计值。在不致混淆的情况下，统称估计量和估计值为估计，并都简记为θ。

由前一章的内容知，我们可以将统计量[image: ]（样本均值）作为参数μ（总体均值）的估计量。同一个参数可以构造不同的点估计量，例如我们也可以用[image: ]替代[image: ]作为总体均值μ的估计，其中权系数满足[image: ]。那么如何比较这些估计量之间的好坏呢？可以根据7.2节有关估计量的评价标准进行比较。

下面我们根据不同的统计思想，介绍三种常用的点估计方法：矩法、极大似然法和贝叶斯法。

（一）矩法

矩法是由英国统计学家皮尔逊（Pearson）在1894年提出来的。

根据大数定律可证得，当样本容量充分大时，样本矩依概率收敛于相应的总体矩，即有


[image: ]


其中Ak，Bk分别为样本的k阶原点矩和k阶中心矩，μk，νk分别为总体的k阶原点矩和k阶中心矩。因此，我们可以用样本矩作为相应总体矩的估计，用样本矩的函数作为相应总体矩的同一函数的估计，这就是矩法的统计思想。

设θ1，θ2，…，θm是总体X的待估参数，并假定X的前m阶矩存在。下面我们给出利用矩法求参数估计量的基本步骤。

（1）求总体X的前m阶矩（不妨设是原点矩）[image: ]，一般地，这些矩可以写成待估参数[image: ]的函数形式，记为


[image: ]


（2）由方程组（7.1.1），可求出各参数关于前m阶矩[image: ]的函数表达式，设为


[image: ]


（3）根据矩法思想，以Ai代替μi，i＝1，2，…，m，即可得各参数的点估计量为


[image: ]


我们称上述求得的[image: ]为参数θk的矩估计（estimation by moments），k＝1，2，…，m。

注：在上面的（（7.1.1）中，也可以用部分总体中心矩νi代替原点矩μi，此时在步骤（3）中以相应的样本矩Bi代替νi即可。

例7.1.1　设总体X服从指数分布E（λ），有密度函数


[image: ]


其中λ是未知参数，若X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，试求参数λ的矩估计。

解　由μ1＝E（X）＝1/λ，可得


[image: ]


以A1代替产μ1，得λ的矩估计为


[image: ]


例7.1.2　设总体X服从区间［a，b］上的均匀分布，其中a，b是未知参数，若X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，试求参数a，b的矩估计。

解　由[image: ]，可得


[image: ]


以[image: ]代替[image: ]代替ν2，得参数a，b的矩估计分别为


[image: ]


例7.1.3　设某工厂生产的零件长度X服从正态分布[image: ]，其中[image: ]是未知参数。规定当长度落在区间［46，50］时，产品合格，并以θ代表该厂生产的零件的合格率。现从中随机抽取了10个零件，测得长度分别为


[image: ]


试用矩法给出合格率θ的估计值。

解　根据正态分布性质，可得


[image: ]


由实际数据可计算得


[image: ]


因此合格率参数θ的矩估计为


[image: ]


由上述例子可以看出，用矩法获得估计量是简便易行的。一般地，在样本容量充分大时，矩估计量依概率收敛于相应的参数，我们通常称这种估计量为参数的相合估计。当总体的分布未知，但知道待估参数关于总体各阶矩的函数形式时，便可求出该参数的矩估计。矩法的缺点是：在参数分布族场合，没有充分利用总体分布所提供的信息，在小样本场合没有突出的性质，而在一般场合下，矩估计量不具有唯一性。譬如，泊松分布的参数λ既是总体的期望，又是总体的方差，那么样本均值[image: ]和二阶中心矩B2都是λ的矩估计量。

（二）极大似然法

极大似然法是在参数分布族的场合下使用的一种应用非常广泛的参数估计方法。它首先是由德国数学家高斯（Gauss）在1821年提出的，然而，这个方法常归功于英国统计学家R. A. Fisher。因为后者在1922年重新发现了这一方法，并且首先研究了该方法的一些优良性质。为了更好地理解极大似然法的统计思想，先举一个简单的例子。

例7.1.4　假设在一个罐中放着许多白球和黑球，并假定已经知道两种球的数目之比是1∶3，但不知道哪种颜色的球多。如果用放回抽样方法从罐中取5个球，观察结果为：黑、白、黑、黑、黑。试根据上述结果，估计从罐中任取一球，取到黑球的概率。

解　设抽到黑球的概率为p，则本例中p＝1/4或p＝3/4。

当p＝1/4时，出现例中观察结果的概率为p1＝（1/4）4×（3/4）＝3/1024，

当p＝3/4时，出现例中观察结果的概率为p2＝（3/4）4×（1/4）＝81/1024。

由于p1<p2，因此认为p＝3/4比p＝1/4更有可能。于是取到黑球的概率的估计值为3/4更合理。

极大似然法的基本思想是：设某事件A发生的概率依赖于未知参数θ，如果观察到A已经发生，那么就取θ的估计值使得事件A发生的概率为最大。

设总体X为离散型，其分布律为[image: ]是未知的待估参数，[image: ]为参数可取值的范围，即参数空间X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，并设x1，x2，…，xn是已经得到的样本观察值。则样本X1，X2，…，Xn取到观察值x1，x2，…，xn的概率为


[image: ]


它是参数θ的函数，对于不同的θ，这一概率是不相同的。记


[image: ]


我们称L（θ）为似然函数（likelihood function），其形式和样本的联合分布律p（x1，x2，…，xn；θ）相同。但似然函数L（θ）是在样本观察值给定时有关参数θ的函数，而样本的联合分布律p（x1，x2，…，xn；θ）则是在参数给定时有关样本观察值的函数。基于极大似然法的基本思想，我们应选取θ的估计值[image: ]，使得L（θ）取到最大。于是θ需满足：


[image: ]


由此获得的[image: ]称为参数[image: ]的极大似然估计值，相应的统计量[image: ]为θ的极大似然估计量（maximum likelihood estimator），简记为MLE。

当X为连续型总体时，设有概率密度[image: ]是未知的待估参数，X1，X2，…，Xn来自总体X的样本，并设x1，x2，…，xn是已经得到的样本观察值。此时，似然函数可定义为


[image: ]


形式与样本的联合密度f（x1，x2，…，xn；θ）相同。而参数θ的极大似然估计值[image: ]由（7.1.2）确定，极大似然估计量为相应的统计量[image: ]。

寻求极大似然估计常常用微分法，由极值的必要条件，有


[image: ]


通常称（7.1.3）为似然方程。为计算方便，往往对似然函数求对数，记为


[image: ]


称l（θ）为对数似然函数。则方程（7.1.3）等价于


[image: ]


称（7.1.4）为对数似然方程。

例7.1.5　设总体X服从泊松分布π（λ），其中λ是未知参数，若X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，试求参数λ的极大似然估计。

解　泊松分布的似然函数为


[image: ]


相应的对数似然函数为


[image: ]


上述方程有唯一解


[image: ]


因此参数λ的极大似然估计量为


[image: ]


例7.1.6　设总体X服从正态分布[image: ]，其中[image: ]是未知参数，若X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，试求参数[image: ]的极大似然估计。

解　正态分布的似然函数为


[image: ]


相应的对数似然函数为


[image: ]



[image: ]


因此参数[image: ]的极大似然估计量分别为


[image: ]


注　根据极值的充分条件，还需验证似然函数（或对数似然函数）关于待估参数的二阶导数是否小于零。利用微分知识，上述两个例子中似然方程的解满足该条件。

当似然方程的解不存在时，我们往往根据似然函数关于待估参数的单调性来求其极大似然估计。

例7.1.7　设总体X服从区间巨［a，b］上的均匀分布，其中a，b是未知参数，若X1，…，Xn来自总体X的样本，试求参数a，b的极大似然估计。

解　样本的似然函数为


[image: ]


根据极大似然估计的定义，为使L（a，b）达到最大，则b－a应该尽可能小，而b不能小于max{x1，x2，…，xn｝，a不能大于min{x1，x2，…，xn｝，否则L（a，b）＝0。因此a和b的极大似然估计量分别为


[image: ]


极大似然估计的不变性　设参数θ的极大似然估计为[image: ]是θ的连续函数，则参数θ*的极大似然估计为[image: ]。

例7.1.8　设X1，X2，…，Xn是来自正态总体[image: ]的样本，求P（X>1）的极大似然估计。

解　记p＝P（X>1），则


[image: ]


根据极大似然估计的不变性和例7.1.6的结果可得概率P（X>1）的极大似然估计为


[image: ]


费歇尔（Fisher，1922）证明了，在一定的正则条件下，极大似然估计依概率收敛于相应的参数，且满足渐近正态分布，这里不作详细叙述。

（三）贝叶斯法

英国统计学者贝叶斯（Bayes）在1763年发表的著作《论有关机遇问题的求解》中，提出了一种归纳推理的理论，以后被一些统计学者发展为一种系统的统计推断方法，称为贝叶斯方法。采用这种方法所进行的统计推断，称为贝叶斯统计。自20世纪五六十年代以来，贝叶斯统计得到了广泛的应用。下面我们简单介绍贝叶斯统计的思想以及在参数估计中的应用。

第一章中的贝叶斯公式是用事件的概率形式给出的。而在贝叶斯统计学中应用更多的是贝叶斯公式的概率密度函数（或概率分布律）形式。贝叶斯统计学的基本观点可以归纳为下面三个假设。

假设I　总体X有概率密度f（x；θ），其中θ是一个参数，不同的θ对应不同的密度函数。所以，从贝叶斯观点看，它是在给定θ后的一个条件密度函数，因此记为了f（x|θ）更恰当。这个条件密度函数能提供我们的有关θ的信息属于总体信息。

假设Ⅱ　当给定θ后，从总体f（x|θ）中随机抽取一个样本X1，…，Xn，该样本中包含有关θ的信息，这种信息就是样本信息。

将上述两种信息归纳起来的最好形式就是在给定θ后的样本的联合密度函数


[image: ]


假设Ⅲ　根据历史资料，我们获得了有关参数θ的一些有用信息。这种信息就是先验信息，这些先验信息告诉我们：参数θ不是永远固定在一个值上，而是一个不能被准确预知的量。所以，从贝叶斯观点看，未知参数θ是一个随机变量。描述这个随机变量θ的分布可以从先验信息中归纳出来，这个分布称为先验分布，其密度函数常用[image: ]表示。

贝叶斯统计学不仅使用总体信息和样本信息，而且特别强调使用先验信息，把这三种信息归纳起来便得到样本X1，…，Xn和参数θ的联合密度函数


[image: ]


在这个联合密度函数中，当样本X1，…，Xn抽出以后，未知的仅是参数θ了，故人们特别关心的是样本观察值给定后，θ的条件密度函数


[image: ]


这就是贝叶斯公式的概率密度函数（或概率分布律）形式，并称π（θ|x1，…，xn）为θ的后验分布。

贝叶斯统计学认为，人们根据先验信息对参数已经有一个认识，这个认识就是先验分布π（θ）。而抽样的目的就是利用贝叶斯公式（7.1.5）对先验分布π（θ）进行调整，调整结果是获得θ的后验分布[image: ]。这意味着对参数θ有了进一步的认识。所以对θ的统计推断应建立在后验分布[image: ]的基础上。

现在我们给出参数θ的估计。在贝叶斯统计学的理论研究和实际应用中，用的最广泛的是期望型贝叶斯估计，即用后验分布的期望


[image: ]


为参数θ的估计，并简称为θ的贝叶斯估计。

例7.1.9　设总体X服从均值为[image: ]（未知）的指数分布，X1，X2，…，Xn是来自该总体的样本。假定λ的先验分布是具有给定的正参数α和β的Γ分布，有概率密度


[image: ]


求参数λ的贝叶斯估计。

解　由假设知，在给定参数λ的取值时总体X的条件概率密度为
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则样本X1，X2，…，Xn的条件联合概率密度为


[image: ]


从而样本X1，X2，…，Xn与参数λ的联合概率密度为


[image: ]


样本X1，X2，…，Xn的边际概率密度为


[image: ]


根据贝叶斯公式（7.1.5）求得参数λ的后验分布


[image: ]


因此λ的后验分布也是Γ分布，参数为a＋n和[image: ]。由Γ分布的性质知，参数λ的贝叶斯估计为


[image: ]


上例中，参数λ的先验分布与后验分布属于同一类型的分布，统计中称这类先验分布为共轭先验分布。在贝叶斯分析中，除了上述例子，还有一些著名的共轭先验。我们不加证明地给出下列结果。

I．设X1，X2，…，Xn是来自总体[image: ]的样本，其中σ2已知，μ未知。假定μ的先验分布是[image: ]。则在[image: ]下，μ的后验分布为[image: ]，其中


[image: ]


Ⅱ．设X1，X2，…，Xn是来自泊松分布π（λ）的样本，假定λ的先验分布是参数为α和β的Γ分布，则在[image: ]下，λ的后验分布是参数为[image: ]和β＋n的Γ分布。


§7.2　估计量的评价准则

从上一节的讨论可知，对总体同一参数，采用不同的估计方法得到的估计量可能是不一样的。在实际中如何选择“较好”的估计量呢？即如何评价估计量的优劣？本节将介绍四个评价准则：无偏性准则、有效性准则、均方误差准则和相合性准则。

（一）无偏性准则

估计量本身是统计量，其取值随着样本观察值的改变而改变。因此，我们不能根据某次抽样的结果来衡量估计量的好坏。一个自然评价标准是要求估计量无系统偏差，即要求在大量重复抽样时，所有估计值的平均应与待估参数的真值相同，这就是无偏性准则。具体定义如下。

定义7.2.1　设[image: ]是总体X的待估参数，X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本。若估计量[image: ]的数学期望存在，满足


[image: ]


则称[image: ]是θ的无偏估计量或无偏估计（unbiased estimator）。

若[image: ]，则称[image: ]为估计量[image: ]的偏差。

若[image: ]，但满足[image: ]，则称[image: ]是θ的渐近无偏枯计。

例7.2.1　设总体X的均值μ和方差σ2存在，X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，证明：样本均值[image: ]和方差S2分别为μ和σ2的无偏估计。

证明　由X1，X2，…，Xn与X同分布且相互独立，得


[image: ]


和


[image: ]


因此，样本均值[image: ]和方差S2分别为μ和σ2的无偏估计。

若取σ2的估计量为[image: ]，则有[image: ]，但满足


[image: ]


因此，B2是σ2的渐近无偏估计。

若取μ的估计量[image: ]，其中权系数满足[image: ]。则[image: ]也是总体均值μ的无偏估计。我们称[image: ]为参数μ的线性无偏估计。

（二）有效性准则

由上面可知，在有些情况下，同一总体参数的无偏估计量是不唯一的。为比较两个无偏估计量的好坏，我们需进一步考察估计量取值的波动性，即估计量的方差。如果无偏估计量的方差越小，说明该估计量的取值越集中在参数真值的附近。

定义7.2.2　设[image: ]都是参数θ的无偏估计，若[image: ]


[image: ]


则称[image: ]比[image: ]有效。

例7.2.2　讨论总体均值μ的线性无偏估计量[image: ]的有效性。

解　由于


[image: ]


且满足[image: ]。根据柯西—许瓦兹不等式知，在有关总体均值μ的所有线性无偏估计[image: ]中，当[image: ]时，[image: ]达到最小。即样本均值[image: ]是总体均值μ的最有效线性无偏估计。

例7.2.3　设总体X服从区间［0，θ］上的均匀分布，其中θ是未知参数，若X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，试求参数θ的矩估计和极大似然估计，并讨论估计量的无偏性和有效性。

解　由E（X）＝θ/2，可得θ的矩估计为[image: ]，且


[image: ]


因此[image: ]，是θ的无偏估计。

根据例（7.1.7）可知，参数θ的极大似然估计为


[image: ]


为考察[image: ]的无偏性，先求X（n）的分布。由第三章第5节的知识，可求得X（n）的概率密度为


[image: ]


因此[image: ]不是θ的无偏估计。但我们可以对[image: ]进行修正，令[image: ]也是θ的无偏估计。

下面比较[image: ]的有效性。


[image: ]


由X（n）的分布可计算得


[image: ]


显然，当n⩾2时，[image: ]，因此[image: ]有效。

（三）均方误差准则

首先，我们给出均方误差的定义。

定义7.2.3　设[image: ]是总体参数θ的估计量，称[image: ]是估计量[image: ]的均方误差，记为[image: ]。

估计量[image: ]的均方误差越小，说明估计参数θ时的平均误差越小，因而也就越优。这就是均方误差准则。

由定义可知，若[image: ]是参数θ的无偏估计量，则有[image: ]。此时，均方误差准则等价于有效性准则。

例7.2.4　设X1，X2，…，Xn是来自正态总体[image: ]的样本，由前面讨论知，样本方差S2是参数σ2的无偏估计，而样本二阶中心矩B2是σ2的有偏估计。现根据均方误差标准对这两个估计量作出评价。

解　根据S2的无偏性和[image: ]，求得S2的均方误差


[image: ]


下面计算B2的均方误差。


[image: ]


显然对任何n⩾2，有[image: ]。因此根据均方误差准则，以B2作为σ2的估计量要比S2更优。

在实际应用中，均方误差准则比无偏性准则更重要。

（四）相合性准则

前面三个准则都是在样本容量n固定的情况下讨论的。然而，由于估计量[image: ]依赖于样本容量n，自然会想到，一个好的估计量，当样本容量n越大时，该估计理应越精确越可靠，特别是当n→∞时，估计量的取值与参数真值应几乎完全一致，这就是估计量的相合性（或一致性）。相合性的严格定义如下。

定义7.2.4　设[image: ]是总体参数θ的估计量，若对任意ε>0，有


[image: ]


即[image: ]依概率收敛于θ，则称[image: ]是θ的相合估计量，并记为[image: ]。

一般地，由矩法求得参数的估计量都满足相合性，对于极大似然估计，则在总体分布满足一定正则的条件下，是待估参数的相合估计。

例7.2.5　X1，X2，…，Xn是来自均匀分布U［0，θ］的样本，证明由例7.2.3给出的两个估计量[image: ]都是参数θ的相合估计。

证明　根据例7.2.3的结果有


[image: ]


根据切比雪夫不等式，对任意ε>0，有


[image: ]


因此，[image: ]是参数θ的相合估计。


§7.3　区间估计

人们常常根据点估计对客观事物作出某种判断，但这种判断的把握有多大？可信度有多大？点估计无法回答这些问题。统计学家为了弥补此种不足，提出了区间估计。

（一）置信区间的定义

定义7.3.1　设[image: ]是总体X的未知参数，X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，统计量[image: ]满足[image: ]，且对给定的[image: ]和任意的[image: ]有


[image: ]


则称随机区间[image: ]是参数θ的置信水平为1－a的置信区间，[image: ]分别称为θ的置信水平是1－α的双侧置信下限和置信上限。

置信区间[image: ]是一个随机区间。对某次具体样本观测来说，有时包含了参数θ，有时不包含θ，但此随机区间包含θ的可能性至少为1－α。我们可以理解为：给定样本容量n，若反复抽样多次，每次样本观察值确定一个区间[image: ]，每个区间要么包含θ的真值，要么不包含θ的真值（参见图7.3.1）。那么根据伯努利大数定理，在所有这样的区间中，至少有100（1－α）％的区间包含θ的真值。在实际应用中，通常取α＝0.1或0.05。


[image: ]
图7.3.1


我们称区间的平均长度[image: ]为置信区间[image: ]的精确度。并称二分之一区间平均长度为置信区间的误差限。由定义可知，当样本容量n给定时，置信水平和精确度是相互制约的。英国统计学家奈曼（Neyman）建议：在保证置信水平达到一定的前提下，尽可能提高精确度。人们常称该建议为奈曼原则。如果要同时提高置信水平和精确度，只有增大样本容量才能得以实现。

根据奈曼原则，当总体X是连续型随机变量时，对于给定的α，我们应选择使得（7.3.1）刚好等号成立时，即


[image: ]


的随机区间[image: ]作为参数θ的置信区间。我们称满足（7.3.2）的随机区间为参数θ的同等置信区间。而当总体X是离散型随机变量时，则应选择使得[image: ]且尽可能接近1－α的随机区间[image: ]作为参数θ的同等置信区间。

在一些实际问题中，人们感兴趣的仅仅是未知参数的置信下限或置信上限。譬如，日光灯的平均寿命要越大越好，而药品的毒性则越小越好。对这些问题，我们只需给出单侧的置信限形式。

定义7.3.2　对给定的[image: ]，如果统计量[image: ]满足


[image: ]


则分别称[image: ]是参数θ的置信水平为1－α的单侧置信下限和单侧置信上限。当上面两式中等号成立时，则分别称为（单侧）同等置信下限和（单侧）同等置信上限。

根据定义7.3.1和7.3.2，很容易得到单侧置信限和双侧置信区间有下列关系。

引理7.3.1　设统计量[image: ]分别是参数θ的置信水平为1－α1和1一α2的单侧置信下限、上限，且[image: ]，那么[image: ]是θ的置信水平为[image: ]的双侧置信区间。

证明　由引理的假设条件有


[image: ]


根据事件的关系和概率性质，可得


[image: ]


对于同等置信限和同等置信区间也有类似的关系。

显然，（单侧）同等置信限都是（双侧）同等置信区间的特殊情况。下面我们只介绍同等置信区间的求解方法——枢轴量法。

（二）枢轴量法

首先，我们给出枢轴量的定义。

定义7.3.3　设总体X有概率密度（或概率分布律）f（x；θ），其中θ是待估的未知参数，并设X1，X2，…，Xn是来自总体X的样本，称样本和参数的函数G（X1，X2，…，Xn；θ）为枢轴量，如果G（X1，X2，…，Xn；θ）的分布不依赖于参数θ且完全已知。

我们可以根据下列三个步骤来寻求θ的同等置信区间。

（1）构造一个分布已知的枢轴量G（X1，X2，…，Xn；θ）；

（2）当总体X是连续型随机变量时，对给定的置信水平1－α，根据枢轴量G（X1，X2，…，Xn；θ）的分布，适当地选择两个常数a和b，使得


[image: ]


（2）′当总体X是离散型随机变量时，对给定的置信水平1－α，选取常数a和b满足


[image: ]


（3）假如参数θ可以从G（X1，X2，…，Xn；θ）中分离出来，由不等式a<G（X1，X2，…，Xn；θ）<b可以等价地转化为[image: ]，则对连续型总体由（7.3.3）得[image: ]；对离散型总体由（7.3.4）得[image: ]，且尽可能接近1－α。

这表明，[image: ]是θ的置信水平为1－α的同等置信区间。

一般地，满足（7.3.3）或（7.3.4）的常数a和b的解是不唯一的。根据Neyman原则，我们应该选择使置信区间[image: ]的平均长度达到最短的a和b，但有时要做到这点并非易事，我们经常取a和b满足


[image: ]


枢轴量G（X1，X2，…，Xn；θ）的构造，通常可以从参数θ的点估计出发，根据点估计量的分布进行改造而得。在下一节中，我们将具体介绍利用枢轴量法求解正态总体参数的置信区间。


§7.4　正态总体参数的区间估计

（一）单个正态总体情形

设总体[image: ]是来自总体X的样本。[image: ]和S2分别是样本均值和样本方差，1－α是给定的置信水平。

1．均值μ的置信区间

（a）σ2已知

我们常取μ的点估计为样本均值[image: ]，根据第六章抽样分布定理6.3.1知，[image: ]即有[image: ]，分布完全已知，因此，我们可取枢轴量为[image: ]。

设常数a<b，且满足


[image: ]


此时，区间的平均长度为[image: ]，根据正态分布的对称性知取[image: ]时，区间的长度L最短。从而所对应的μ的置信水平为1－α的置信区间


[image: ]


是最优的区间估计，上式常写成


[image: ]


例7.4.1　某制药商从每批产品中抽取一个样品进行分析，以确定该产品中活性成分的含量。通常情况下，化学分析并不是完全精确的，对同一个样本进行重复的测量会得到不同结果，重复测量的结果通常近似服从正态分布。根据经验，活性成分含量的标准差为σ＝0.0068（克／升），假设化学分析过程没有系统偏差，设活性成分的含量的真值为μ。对样品进行三次重复测量结果如下：0.8403，0.8333，0.8477。求真值μ的置信水平为95％的置信区间。

解　该样品三次测量的平均值为[image: ]。由给定的置信水平95％，利用Excel或查正态分布表得z0.025＝1.96.所以，μ的置信水平为95％的置信区间为


[image: ]


注意，区间（0.8327，0.8480）已经不是随机区间了，但我们仍称它为置信水平为0.95的置信区间。其含义是：若反复抽样多次（样本容量相同），每个样本值按（7.4.1）确定一个区间。在诸多区间中，包含μ真值的约占95％，不包含μ的约占5％。现在抽样得到区间（0.8327，0.8481），则该区间属于那些包含μ的区间的可信程度为95％。

在第二章，第六章中，已经介绍如何利用Excel的功能计算各种分布的概率和分位数。实际上，我们还可以利用Excel中的各种统计函数对数据进行统计分析。下面我们给出例7.4.1在Excel中计算的具体步骤：

（1）先将样本观察值输入Excel表格中，设数据区域为A1到A3。

（2）利用AVERAGE函数计算样本均值，需给出数据区域。

在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中A4单元格）[image: ]输入“＝AVERAGE（A1：A3）”[image: ]点击Enter键[image: ]A4单元格即可显示均值为“0.840433”。

（3）利用CONFIDENCE函数计算误差限，需给出α，σ和n三选项的值。

在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中A5单元格）[image: ]输入“＝CONFIDENCE（0.05，0.0068，3）”[image: ]点击Enter键[image: ]A5单元格即可显示误差限为“0.007695”。

（4）区间估计。

μ的置信水平为95％的置信区间为：（0.840433－0.007695，0840433＋0.007695）＝（0.8327，0.8481）。

除直接输入函数外，我们也可利用下拉菜单来选择函数。

AVERAGE函数的选择：

在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中B1单元格）[image: ]输入“＝”[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“AVERAG弹出的对话框的“Number1文本框中输入”A1：A3”[image: ]点击Enter键[image: ]B1单元格即可显示均值为“0.840433”。

CONFIDENCE函数的选择：

在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中B2单元格）[image: ]输入“＝”[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]在选择函数列表中选择“CONFIDENCE”[image: ]在弹出的对话框的“Alpha”文本框中输入“0.05”，在“Standard-dev”文本框中输入“0.0068”，在“Size”本文框中输入“3”[image: ]点击Enter键[image: ]B2单元格即可显示误差限为“0.007695”。

（b）σ2未知

此时，我们不能取[image: ]为枢轴量，因其中除了含有待估参数μ以外，还含有未知参数σ2。考虑将σ2的无偏估计量S2代入，由第六章抽样分布定理6.3.3有


[image: ]


分布完全已知。因此，我们可取枢轴量为


[image: ]


于是求得μ的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


根据t分布的对称性可知，上述所求得的置信区间是最优的。

在实际问题中，总体方差σ2经常是未知的，故区间（7.4.3）较区间（7.4.2）有更大的实用价值。

例7.4.2　为了解某高校在校大学生的生活消费情况，随机抽取了45名同学，调查得到这些同学的平均月消费[image: ]元，标准差s＝150元。假设该校学生的月消费X服从正态分布，请以90％的置信水平给出该校学生的月平均消费μ的区间估计。

解　利用Excel或查t分布表得t0.05（44）＝1.6802，并将样本资料[image: ]和s＝150代入（（7.4.3）得区间估计为（1218.430，1293.570），即我们有90％的把握认为该校学生的月平均消费在1218元至1294元范围内。

注　Excel中的CONFIDENCE函数只适用于计算正态分布下总体标准差已知的误差限。

（c）成对数据情形

成对数据问题在医学和生物研究领域中广泛存在。例如，为了考察某种降血压药的效果，测试了n个高血压病人在服药前后的血压分别为[image: ]。显然，对同一个病人，Xi和Yi是不独立的。另一方面，由于不同病人体质的差异，[image: ]不能看成来自同一个正态总体的样本，[image: ]也一样。但差值[image: ]则消除了人的体质差异，仅与降血压药的作用有关。因此我们可以把[image: ]看成来自同一个正态总体[image: ]的样本。所以，求有关成对数据的两均值差[image: ]的置信区间问题可以转化为求单个正态总体均值μd的置信区间。根据前面的推导可得μd的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


其中[image: ]。

例7.4.3　A，B两种小麦品种分别播种在8块试验田中，每块试验田A，B品种各种一半，收获后8块试验田的产量如下所示（单位：kg）


[image: ]

假设两品种产量的差服从正态分布，求两品种产量的期望差[image: ]的置信区间（α＝0.05）。

解　这是成对数据问题。由已知资料计算得


[image: ]


[image: ]。查t分布表得t0.025（7）＝2.365，并将[image: ]代入（7.4.4），得两品种产量期望差的置信水平为95％置信区间为（7.149，20.101）。

Excel计算步骤：

（1）将上述di数据输入Excel表格中，设数据区域为A1：A8。

（2）在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中A9单元格）[image: ]输入“＝AVERAGE（A1：A8）”[image: ]点击Enter键[image: ]A9单元格即可显示样本均值[image: ]为“13.625”。

（3）在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中A10单元格）[image: ]输入“＝STDEV（A1：A8）”[image: ]点击Enter键[image: ]A10单元格即可显示样本标准sd为“7.744814”。

（4）在Excel表中选择任一空白单元格（例如：选中A11单元格）[image: ]输入“＝TINV（0.05，7）”[image: ]点击Enter键[image: ]A11单元格即可显示t0.025（7）为“2.364624”。

（5）将上述结果代入（7.4.4）中，得区间估计为[image: ][image: ]。

2．方差σ2的区间估计

此处，我们根据实际问题的需要，只介绍μ未知的情形。

因σ2的无偏估计量为样本方差S2，且由第六章抽样分布定理6.3.2知，[image: ]，分布不依赖于任何未知参数。因此，我们可取枢轴量为


[image: ]


这样就求得方差σ2的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


注意，因[image: ]分布的密度函数是不对称的，故以上所求得的置信区间并不满足区间平均长度最短，但这样的解给实际应用带来方便。

例7.4.4　一个园艺科学家正在培养一个新品种苹果，这种苹果除了口感好和颜色鲜艳外，另一个重要特征是单个重量差异不大，为了评估新苹果，她随机挑选了25个苹果测试重量（单位：克）。其样本方差s2＝4.25。设苹果的重量服从正态分布，试求其方差σ2的置信水平为99％的置信区间。

解　利用Excel或查[image: ]分布表得[image: ]，并将样本资料s2＝4.25代入（7.4.5）得方差σ2的置信水平为99％的置信区间为（2.24，10.31）。

（二）两个正态总体情形

设有两个正态总体[image: ]为来自总体X的样本，[image: ]为来自总体Y的样本，两样本相互独立，[image: ]分别为两样本均值，[image: ]分别为两样本方差。

1．均值差[image: ]的区间估计

分三种情况讨论。

（a）当两总体的方差[image: ]已知

我们取[image: ]的无偏估计为[image: ]，则由正态分布的性质有


[image: ]


类似于单个总体的均值区间估计的推导，可得[image: ]的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


（b）当两总体的方差相同，即[image: ]，但未知

此时我们可取σ2的无偏估计量为


[image: ]


且由第六章抽样分布定理6.3.4知


[image: ]


仿照上述推导，可得[image: ]的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


（c）当两总体的方差[image: ]不相同且未知

当样本量n1和n2充分大时（一般要求大于50），根据中心极限定理，[image: ]渐近服从标准正态分布N（0，1），可得[image: ]的置信水平为1－α的近似置信区间为


[image: ]


对于有限小样本，可以证明


[image: ]


近似服从自由度为k的t分布，其中


[image: ]


在实际中，也常用min（n1－1，n2－1）近似代替上述自由度k。此时[image: ]的置信水平为1－α的近似的置信区间为


[image: ]


例7.4.5　对某学校学生配戴眼镜的价格进行抽样调查，男生19人，平均价格242.793元，标准差16.566元，女生17人，平均价格297.783元，标准差19.047元，假设两组样本独立，都来自正态总体且具有相同方差，试给出男生和女生配戴眼镜平均价格差值的95％的区间估计。

解　设μ1和μ2分别是男生和女生配戴眼镜的平均价格。根据已知资料有[image: ][image: ]，


[image: ]


利用Excel或查t分布表得t0.025（34）＝2.032。因两总体的方差相同，将上述结果代入（7.4.7）得[image: ]的置信水平为95％的置信区间为（－67.05，－42.93）。

例7.4.6　为了解某城镇居民的收入情况，随机抽查了115人，其中受过高等教育的62人，调查得其月平均收入为2516元，样本标准差为109元；未受过高等教育的53人，调查得其月平均收入为1550元，样本标准差为87元。假设两组样本独立，都来自正态总体，试给出两组居民平均收入差值的90％的区间估计。

解　设[image: ]分别是受过高等教育和未受过高等教育居民的平均收入。因题中没有假设两总体的方差相等，但两样本容量都大于50，需根据（7.4.8）来求区间估计。

利用Excel或查正态分布表得z0.05＝1.645，并将已知资料[image: ][image: ]的置信水平为90％的置信区间为（935.917，996.083）。

例7.4.7　已知甲、乙两灯泡厂生产的灯泡寿命分别服从[image: ]。为比较两个灯泡厂生产的灯泡质量，从甲、乙两厂生产的灯泡中分别抽取了16和21个灯泡做试验，测得它们的样本均值和样本标准差分别为[image: ]。

请以90％的置信水平估计两厂生产的灯泡平均寿命的差值范围？

解　这同样是有关两正态总体均值差的区间估计问题。题中没有假设两总体的方差相等，且两样本容量都小于50，因此需根据（7.4.9）来计算，其中自由度[image: ][image: ]。利用Excel或查正态分布表得t0.05（15）＝1.753，并将已知资料[image: ][image: ]的置信水平为90％的置信区间为（－94.416，14.416）。

2．方差比[image: ]的区间估计

取[image: ]的点估计为[image: ]，由第六章抽样分布定理6.3.4知


[image: ]


利用枢轴量法，可求得[image: ]的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


和[image: ]分布一样，F分布的概率密度同样不具有对称性，因此上述求得的置信区间也不是最优的。

例7.4.8　根据例7.4.6中的数据资料，求受过高等教育和未受过高等教育的居民收入的方差之比的置信区间（α＝0.05）。

解　利用Excel查得[image: ]，将样本资料n1＝62，n2＝53，s1＝109，s2＝87代入（7.4.10）得所求置信区间为（0.920，2.647）。


表7.4.1　正态总体均值、方差的置信区间与单侧置信限（置信水平为1－α）

[image: ]


§7.5　非正态总体参数的区间估计

当数据不服从正态分布时，求参数的区间估计的一种有效方法就是所谓的大样本方法，即要求样本容量比较大，利用中心极限定理进行分析。

（一）0－1分布参数的区间估计

设[image: ]是来自0－1分布B（1，p）的样本，n>50。由0－1分布性质和中心极限定理，知


[image: ]


近似服从N（0，1）分布，于是有


[image: ]


求一元二次方程可得参数p的置信水平为1－α的近似置信区间为


[image: ]


其中[image: ]。

例7.5.1　某市随机抽取1000个家庭，调查知道其中有152家拥有私家汽车。试根据此调查结果对该市拥有私家汽车比例p作出区间估计（取置信水平为0.95）。

解　由已知资料计算得


[image: ]


将上述结果代入（7.5.1），得所求置信区间为（0.131，0.176）。

（二）其他分布均值μ的区间估计

设总体X的均值为μ，方差为[image: ]是来自总体X的样本。根据中心极限定理，当样本容量n充分大时（要求n>50），


[image: ]


近似成立，这样可导出μ的置信水平为1－α的近似的置信区间为


[image: ]


如果方差σ2未知，可以用估计量S2代替σ2，由此得到相应的近似置信区间为


[image: ]


注　当样本容量n⩽50时，根据实际经验，t分布具有良好的统计稳健性，即当总体X不服从正态分布，样本数据相对对称时，枢轴量[image: ]仍可以看成近似的t（n－1）分布，从而均值μ的置信水平为1－α的近似置信区间为


[image: ]


例7.5.2　根据实际经验可以认为，任一路口单位时间内（如一分或一小时或一天等）的车流量服从泊松分布π（λ），若以分为单位，对某路口进行2小时的记录，得平均每分钟车流量为50辆，标准差为10辆，试求该路口平均每分钟车流量λ的置信水平为0.95的置信区间。

解　利用Excel或查正态分布表得z0.005＝1.96，并将样本资料[image: ]代入（7.5.3）得所求置信区间为（48.211，51.789）。


思考题七

1．未知参数的估计量与估计值有什么区别？

2．样本均值[image: ]和样本方差S2分别是总体均值μ和总体方差[image: ]的无偏估计，问[image: ]吗？[image: ]是多少？[image: ]又是多少呢？

3．设[image: ]是参数θ的无偏估计，且[image: ]的无偏估计吗？

4．说明利用矩法和极大似然法求参数点估计量的统计思想。

5．给出求解参数的矩估计和极大似然估计的主要步骤，并写出0－1分布，二项分布B（n，p），泊松分布π（λ），均匀分布U（a，b），指数分布E（λ）和正态分布[image: ]中各参数的矩估计和极大似然估计。

6．给出估计量的四个评价标准并说明其统计意义。

7．如何理解置信水平的含义？置信水平、精确度（区间平均长度）和样本容量的关系怎样？

8．说明枢轴量和统计量的区别。

9．利用枢轴量法求解参数置信区间的基本步骤，对正态总体试从有关的统计量出发自行导出几类参数的置信区间。

10．设总体[image: ]是未知参数，[image: ]来自X的简单随机样本，[image: ]和S2分别是样本均值和样本方差，则μ的置信水平为[image: ]的置信区间应选[image: ]？为什么？


习题七

1．设总体X的概率密度为


[image: ]


有样本[image: ]，求参数θ的矩估计量[image: ]，并计算[image: ]。

2．设湖中有鱼N条，现钓出r条，作上记号后放回湖中，一段时间后，再钓出S条（设S⩾r），结果t条（0⩽t⩽r）有记号，试用极大似然法的思想估计湖中鱼数N的值。

3．设某厂一天生产的产品中的不合格品数为X，已知X的分布律为


[image: ]


现随机抽调了该厂6天的记录，其中3天无不合格品，2天有1件不合格品，1天有2件不合格品。求参数θ的矩估计值和极大似然估计值。

4．设总体X的概率分布律为


[image: ]


其中[image: ]均为未知参数。已知取到了样本值为0，2，1，0，0，2，1，2。试求[image: ]的矩估计值和极大似然估计值。

5．设总体X的概率分布律为


[image: ]


其中0<p<1为未知参数。已知取到了样本值：[image: ]，其中有nk个取值为[image: ][image: ]。试求p的矩估计和极大似然估计。

6．设[image: ]为来自总体X的简单随机样本。求下列总体的概率密度中未知参数θ的矩估计量和极大似然估计量。


[image: ]


7．设[image: ]为来自正态总体[image: ]的样本，已知[image: ]，求

（1）[image: ]的极大似然估计值；

（2）使得[image: ]的点A的极大似然估计值。

8．设总体[image: ]，有样本[image: ]，

（1）当μ已知时，试证明[image: ]的无偏估计；

（2）k取什么值时，[image: ]的无偏估计？

9．设总体[image: ]为来自X的简单随机样本，μ未知，今用[image: ][image: ]估计参数μ，试问[image: ]都是无偏估计吗？如果是，哪个更有效？为什么？

10．从总体[image: ]中抽取三组独立样本[image: ]分别是对应的样本方差，[image: ]未知。设[image: ]是实数。

（1）求T是[image: ]无偏估计的充要条件。

（2）在所有这些无偏估计中a，b，c应取何值才是最有效的估计？

11．设总体X的概率密度为


[image: ]


且[image: ]为来自该总体的样本，求参数θ的极大似然估计量，并讨论估计量的无偏性。

12．设总体X的分布函数为


[image: ]


[image: ]为来自该总体的样本，求参数θ的矩估计量和极大似然估计量，并讨论估计量的无偏性。

13．设总体X的概率密度为


[image: ]


[image: ]为来自该总体的样本。

（1）试求θ的矩估计量和极大似然估计量；

（2）当n＝2时，证明[image: ]都是θ的无偏估计量，并比较T1，T2的有效性。

14．设[image: ]为来自指数分布


[image: ]


的样本。

（1）试求参数μ的极大似然估计量[image: ]是μ的无偏估计吗？如果不是，试对它略作修改，以得到μ的无偏估计量[image: ]；

（2）证明μ的矩法估计量[image: ]是μ的无偏估计；

（3）比较[image: ]的有效性；

（4）证明[image: ]都是μ的相合估计。

15．设[image: ]为来自指数分布


[image: ]


的样本。

（1）证明样本均值[image: ]既是参数λ的矩估计，又是λ的极大似然估计；

（2）考虑形如[image: ]的λ的估计量，证明在均方误差准则下，存在着优于[image: ]的估计。

16．设总体X的概率密度为


[image: ]


[image: ]为来自该总体的样本。

（1）求参数θ的矩估计量[image: ]，并判定是否为θ的无偏估计量，是否为θ的相合估计量。

（2）求参数θ的极大似然估计量[image: ]，并判断它是否为θ的无偏估计量，是否为θ的相合估计量。

17．设随机变量X服从几何分布，即


[image: ]


假如θ的先验分布是（0，1）上的均匀分布。

（1）若只对X作一次观察，其观察值为x＝2，试求θ的贝叶斯估计；

（2）若对X作三次观察，其观察值为2，3，5，试求θ的贝叶斯估计。

18．在习题14的假定下，并记[image: ]。

（1）试证明，我们可取[image: ]为关于μ的区间估计问题的枢轴量；

（2）基于这个枢轴量，试求μ的置信水平为1－α的同等置信区间。

19．设[image: ]为来自指数分布


[image: ]


的样本，求参数λ的矩估计量；若已证明[image: ]，利用枢轴量法求参数λ的置信水平为80％的双侧置信区间。

20．测得25位老年妇女的平均血压为[image: ]毫米汞柱，若将这些数据看作是来自σ＝10毫米汞柱的正态总体的随机样本，求总体均值μ的95％的置信区间。

21．抽取10个某种已绝迹鸟类的头骨化石，测得其长度的均值为5.68cm，标准差值为0.29cm，假设其总体是服从正态分布，求该鸟类头骨化石长度的95％的置信区间。

22．为测试某种发动机的汽油耗损情况，共进行16次测量，测得标准差为2.2加仑，假设样本来自正态总体，求σ2的置信水平为99％的置信区间。

23．岩石密度的测量误差服从正态分布，随机抽测12个样品，得：s＝0.2。求方差σ2的置信区间（α＝10％）。

24．从某品种成熟柑橘中随机选出12个样本测得其平均高度为13.8英尺，标准差为1.2英尺；从另一品种的柑橘中抽出15个样本测得其平均高度为12.9英尺，标准差为1.5英尺，假设两个随机样本来自两个方差相等的正态总体。

（1）构建这两种柑橘实际平均高度之差的95％置信区间。

（2）试问这两种柑橘实际平均高度是否有显著差异？

25．为研究比较两种照相复制器的纠错功能，分别记录下对60个错误的纠错时间，第一种机器是平均80.7分钟，标准差为19.4分钟；第二种机器平均为88.1分钟，标准差为18.8分钟。假设两组样本来自两个方差相等的正态总体。

（1）求这两种照相复制器平均纠错时间实际差异的95％置信区间。

（2）试问这两种照相复制器的纠错功能是否有显著差异？

26．设从两个正态总体中分别抽得容量为16和20的独立样本，算得样本方差分别为55.7和31.4，

（1）求[image: ]的置信水平为0.95的置信区间；

（2）这些资料是否足以说明[image: ]不同于[image: ]？

27．某超市负责人需要比较郊区A和郊区B居民的平均收入来确定合适的分店地址。假设两郊区居民的收入服从正态分布，对两个郊区的居民分别进行抽样调查，各抽取52户家庭，计算得到郊区A居民的年人均收入为[image: ]元，标准差为s1＝203.52元，郊区B居民的年人均收入为[image: ]元，标准差为s2＝358.12元。

（1）求两郊区居民收入方差之比的的置信区间（α＝0.05），并给出合理的解释；

（2）选择合适的方法，求两郊区居民年人均收入差值的的区间估计（α＝0.05），并提出合理的建议。

28．李虹想估计她所在的宿舍区中喜欢宿舍食堂的伙食的学生比例p。于是，她随机抽取了60人进行调查。她发现其中有20人认为食堂的伙食不错。用本章介绍的方法求关于总体比例p的置信区间（α＝0.05）。

第八章　假设检验

上一章讨论了关于总体参数的估计问题。这一章将介绍统计推断的另一类重要问题：假设检验。所谓假设检验，就是根据以往的经验和已知信息对总体提出假设，然后利用样本信息检验假设是否符合事实，最后作出接受还是拒绝这个假设的判断。根据检验内容是否涉及总体的分布而分为参数的假设检验和非参数检验。


§8.1　假设检验的基本思想

（一）问题的提出

在介绍假设检验的统计思想前，先看几个例子。

例8.1.1　设某种清漆的9个样品，其于燥时间（以小时计）分别为：


[image: ]


根据以往经验，干燥时间的总体服从正态分布N（6.0，0.36），现根据样本检验平均干燥时间是否与过去有显著差异？

例8.1.2　一种摄影药品被其制造商声称其贮藏寿命是均值180天、标准差不多于10天的正态分布。某位使用者担心标准差可能超过10天。他随机选取12个样品并测试，得到样本标准差为14天。根据样本有充分证据证明标准差大于10天吗？

例8.1.3　通常认为男女的脉搏率是没有显著差异的。现在随机地抽取16位男子和13位女子，测得他们的脉搏率如下：


[image: ]


设男女脉搏率都服从正态分布，问能否根据这些数据接受假设：男女脉搏率的均值相同？

例8.1.4　孟德尔遗传理论断言，当两个品种的豌豆杂交时，圆的和黄的、起皱的和黄的、圆的和绿的、起皱的和绿的豆的频数将以比例9：3：3：1发生。在检验这个理论时，孟德尔分别得到频数315，108，101，32，这些数据提供充分证据拒绝该理论吗？

例8.1.1，例8.1.2和例8.1.3都是在已知总体是正态分布的前提下，要求对有关总体的均值或标准差的假设给出检验，是属于参数检验，我们将在第2、3节中讨论；例8.1.4实际上可以看成对总体的分布提出假设，这就是第5节中要讨论的分布拟合检验问题。

统计假设简称为假设，通常用字母H表示一般我们同时提出两个完全相反的假设，习惯上把其中的一个称为原假设或零假设，用H0表示，把另一个假设称为对立假设或备择假设，用H1表示。如例8.1.1中以μ代表清漆的平均干燥时间，则原假设和备择假设可以分别写成[image: ]。原假设和备择假设的划分并不是绝对的，一般地，在有关参数的假设检验中，备择假设是我们根据样本资料想得到支持的假设。显然，对于任何一个假设检验问题，结论只能是H0和H1两者中必居其一。

关于总体参数θ的假设有三种情况：[image: ][image: ]为已知的常数。以上三种情况中，有关第（1），（2）种假设的检验称为单边检验，第（3）种假设的检验称为双边检验，其中第（）种称为左边检验，第（2）种称为右边检验。

（二）检验统计量和拒绝域

如何对提出的各种不同假设进行检验呢？下面我们通过对例8.1.1来说明假设检验的基本思想。

在例8.1.1中，设某种清漆的干燥时间为X，由已知，[image: ]为已知，现在要对参数μ提出假设


[image: ]


根据第七章参数估计的理论，样本均值[image: ]是参数μ的无偏估计。[image: ]的取值大小反映了μ的取值大小。当原假设H0成立时，[image: ]取值应偏小，反之，当[image: ]取值偏大时，我们认为原假设H0成立的可能性很小。因此，我们可以根据[image: ]的取值大小来制定检验规则。也就是说，按照规则：


[image: ]


对原假设H0作出判断，其中临界值C是一个待定的常数。不同的C值表示不同的检验。如何确定C，我们将在后面作介绍。

一般地，在假设检验问题中，若寻找到某个统计量，其取值大小和原假设H0是否成立有密切联系时，我们将之称为该假设检验问题的检验统计量，而对应于拒绝原假设H0时，样本值的范围称为拒绝域，记为W，相应的W的补集[image: ]称为接受域。根据上面的分析，例8.1.1中，我们可取检验统计量为[image: ]，而拒绝域为


[image: ]


因此，对于一个假设检验问题，给出一个检验规则，相当于在样本空间中划分出一个子集，将之作为检验的拒绝域。反之，给出一个拒绝域也就给出了一个检验规则。如何选取检验的拒绝域成为假设检验的一个关键问题。这不仅需要对实际问题的背景有足够的了解和丰富的统计思想，还需要在理论上有评价检验好坏的标准。为此，我们需要介绍假设检验问题中可能犯的两类错误。

（三）两类错误

根据样本推断总体，由于抽样的随机性，所作的结论不能保证绝对不犯错误，而只能以较大的概率保证其可靠性。在假设检验推断中可能出现下列四种情形：

（1）拒绝了一个错误的原假设；

（2）接受了一个真实的原假设；

（3）拒绝了一个真实的原假设；

（4）接受了一个错误的原假设。

（1）和（2）两种情形是正确的决定，而（3）和（4）两种情形都是错误的决定，其中情形（3）所犯的错误，我们称为犯第Ⅰ类错误，也称为弃真错误，情形（4）所犯的错误，我们称为犯第Ⅱ类错误，也称为取伪错误。通常，用α表示犯第Ⅰ类错误的概率，用β表示犯第II类错误的概率。具体地，有
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现在，我们来计算上述例8.1.1中的检验规则所犯两类错误的概率。

犯第Ⅰ类错误的概率


[image: ]


由于当原假设H0为真时，即[image: ]，则有
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犯第Ⅱ类错误的概率


[image: ]


由（8.1.1）知，犯第Ⅰ类错误的概率α（C）关于临界值C是单调减函数，而由（8.1.2）知，犯第Ⅱ类错误的概率β（C）关于临界值C是单调增函数。所以在样本容量n固定时，犯这两类错误的概率是相互制约的。若要同时使得犯两类错误的概率都很小，就必须有足够大的样本容量。这样随之而来的是我们在人力、物力和时间上付出的代价就增加了。

鉴于上述情况，奈曼和皮尔逊提出：首先控制犯第Ⅰ类错误的概率，即选定一个常数[image: ]，要求检验犯第Ⅰ类错误的概率不超过α，然后在满足这个约束条件的检验中，再寻找检验，使得犯第II类错误的概率尽可能小。这就是假设检验理论中的奈曼—皮尔逊原则，其中的常数α称为显著水平。α的大小取决于我们对所讨论问题的实际背景的了解。在通常的应用中，常取α为0.01，0.05 ，0.10等。

在例8.1.1中，若取显著水平α＝0.05，即要求犯第Ⅰ类错误的概率不超过0.05，则由（8.1.1）
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根据奈曼—皮尔逊原则，为使得犯第II类错误的概率尽可能小，我们应选取C＝O.392，因此拒绝域为


[image: ]


根据样本实际观测，计算得[image: ]，即样本落入拒绝域，因此我们有95％的把握拒绝原假设H0，即认为油漆干燥时间与以往有显著差异。

（四）P_值与统计显著性

当原假设H0为真时，检验统计量取比观察到的结果更为极端的数值的概率，称为P_值。在实际运用中，通过计算P_值来衡量拒绝H0的理由是否充分。P_值较小说明观察到的结果在一次试验中发生的可能性较小，P_值越小，拒绝H0的理由越充分；P_值较大说明观察到的结果在一次试验中发生的可能性较大，所以没有足够的理由拒绝H0。

在例8.1.1中，当H0为真时，检验统计量[image: ]，根据样本实测得[image: ][image: ]，即有[image: ]，则可计算得
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P_值为0.046，表示1000次重复试验中，只有约46次允许。因此，当H0为真时，[image: ]可以看成小概率事件。一般地，我们认为小概率事件在某一次具体的观察中是几乎不发生的，但目前的样本资料表明，该事件确实已经发生，这意味着H0为真的假设是不合理的，所以我们应该作出拒绝原假设H0的判断。

当假设检验的显著性的水平为α，若P_值小于等于α，则拒绝原假设，此时我们称检验结果在水平α下是统计显著的。

可以说P_值提供了比显著水平α更多的信息，根据P_值，我们可以判定在任何给定显著性水平下检验结果是否显著。如P_＝0.03，则说明在α＝0.05水平下是显著的，但在α＝0.01水平下却不显著。

（五）处理假设检验问题的基本步骤

通过对例8.1.1的介绍，一般的假设检验问题我们可按下列步骤进行：

（1）根据实际问题提出原假设和备择假设；

（2）提出检验统计量和拒绝域的形式；

（3）根据奈曼—皮尔逊原则和给定的显著水平α，求出拒绝域W中的临界值；

（4）根据实际样本观测值作出判断。

其中步骤（3），（4）也可如下进行：

（3′）计算检验统计量的观测值和P_值；

（4′）根据给定的显著水平α，作出判断。

一般的统计分析软件处理假设检验问题都是通过计算P_值而不是给出拒绝域W来作出判断的。在下面的章节中，我们将结合两种思想来介绍假设检验问题。


§8.2　单个正态总体参数的假设检验

设正态总体[image: ]是来自该总体的样本，记
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（一）有关参数μ的假设检验

1．σ2已知

先考虑双边假设问题
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其中μ0是已知的常量。根据前一节的讨论，此时我们可取检验统计量为
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当原假设H0成立，即[image: ]时，Z～N（0，1）。根据奈曼—皮尔逊原则，在给定的显著水平α下，检验的拒绝域为
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对给定样本观察值[image: ]，当检验统计量Z的取值的绝对值[image: ]时，作出拒绝原假设的判断，即认为根据当前样本资料，我们有100（1－α）％的把握认为[image: ]，否则，接受原假设。

另外，我们也可通过计算P_值来作出判断，其中
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当P_值小于给定的显著水平α时，拒绝原假设，否则，接受原假设。

对于左边假设问题
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检验统计量仍为[image: ]。当原假设H0成立，即[image: ]时，Z取值偏大，因此拒绝域的形式为
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其中临界值C满足奈曼—皮尔逊原则。首先我们来计算犯第Ⅰ类错误的概率。
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注意到此时Z不服从标准正态分布，而是有
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显然，[image: ]关于μ是严格减函数，为使犯第Ⅰ类错误的概率不超过给定的显著水平α，需满足
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又根据奈曼—皮尔逊原则，当上式中等号成立时，犯第II类错误的概率最小。因此，应取[image: ][image: ]，从而左边假设问题检验的拒绝域为
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此时，P_值可由下式计算得到
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类似地，对于右边假设问题
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我们可推得检验的拒绝域为
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上述检验，我们通常称为Z检验。

例8.2.1　据健康统计中心报告35至44岁的男子平均心脏收缩压为128，标准差为15。某公司的健康主管观察了该公司在33至44岁年龄段的72位管理人员的体检记录，发现他们的平均心脏收缩压[image: ]为126.07（mm/Hg）。这是否意味着该公司管理人员的心脏收缩压与一般的人群有显著差异？（显著水平α＝0.05）现在假设这些管理人员的心脏收缩压服从正态分布，且与一般中年男子的心脏收缩压具有相同的标准差σ＝15。

解　设随机变量X为中年男子的心脏收缩压，由已知条件，[image: ]。下面我们根据假设检验问题的处理步骤来讨论该公司管理人员的心脏收缩压是杏与一般的人群有显著差异。

步骤1：提出假设

设原假设为该公司管理人员的平均心脏收缩压与全国中年男子的平均收缩压无差异，即μ＝128。由于健康主管没有要求比较这两者的大小，故备择假设是双边的，所以提出的假设为


[image: ]


步骤2：提出检验统计量

由上面讨论可知，检验统计量可取为[image: ]，其中[image: ]。

步骤3：给出拒绝域

在显著水平α＝0.05下，由（8.2.1）得检验的拒绝域为
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步骤4：判断

由样本资料可计算得检验统计量的观察值[image: ]，显然，[image: ][image: ]，因此，我们作出接受原假设的判断，即认为该公司管理人员的心脏收缩压与一般的人群没有显著差异，

若要通过计算P_值来作出判断，则步骤3和4转为：

步骤3′：计算检验统计量的观察值和P_值

由样本资料可计算得[image: ]。则由（8.2.2）有
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步骤4′：判断

由于P_>α＝0.05，所以我们认为统计不显著，即认为该公司管理人员的心脏收缩压与一般的人群没有显著差异。

2．[image: ]未知

在实际应用中，参数[image: ]常常是未知的，此时，我们不能采用Z检验，需要用样本方差[image: ]来代替[image: ]，从而得到检验统计量
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类似于前面的讨论，为给出拒绝域或计算P_值，我们只需知道当[image: ]时T的分布，根据抽样分布定理6.3.3有
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在给定样本观察值[image: ]时，检验统计量的取值为[image: ]。根据t分布，我们可给出相应的拒绝域和P_值的计算。
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上述检验，我们通常称为t检验。在实际应用中，[image: ]通常是未知的，因此，t检验要比Z检验应用更广泛。

例8.2.2　在某高校某个班级拥有手机的同学中随机抽取25名，以了解手机话费支出情况，调查得到月平均话费支出66.45元，标准差为20.32元。假设手机话费X服从正态分布[image: ]，问是否有充分的理由认为该班拥有手机的同学的月平均话费支出大于60元？

解　由样本资料[image: ]，我们需要将希望得到支持的假设“μ>60”作为备择假设，即考虑右边假设问题
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因[image: ]未知，取检验统计量为
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将样本资料n＝25，[image: ]，s＝20.32和[image: ]代入，得观察值为[image: ]。

查t分布表，得[image: ]。因此，如果取显著水平α＝0.05，我们应作出接受原假设的判断，即认为该班拥有手机的同学的月平均话费支出不超过60元，但如果取显著水平α＝0.1，则我们应拒绝原假设。

利用Excel可计算得[image: ]。显然，0.05<P_<0.1，可作出同样的判断。实际上，P_值告诉我们，根据目前的资料，有93,72％的把握认为该班拥有手机的同学的月平均话费支出超过60元。

（二）成对数据的t检验

成对数据问题在7.4节中已作过介绍。现在我们用假设检验的思想来考察某种降血压药的效果。假设[image: ]分别是n个高血压病人在服药前后的血压测量值，差值[image: ]可以看成来自正态总体[image: ]的样本。为检验降血压是否有效，就归结为检验如下假设问题
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于是问题就变成了有关单个正态总体的均值的假设检验。记
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对于双边假设和左边假设问题，我们也可以类似讨论。

例8.2.3　对某品牌矿泉水进行水质分析，随机抽取500mL装的8瓶，将每瓶各一半的水分别送到两个不同实验室进行检测，下面是两个实验室对8瓶水中钾元素含量的测定结果（单位：μg/100mL）：
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假设两实验室的检测结果之差服从正态分布，试检验这两个实验室的检测结果是否有显著差异？

解　设产[image: ]为两个实验室对水中钾元素含量的测定结果的平均差值，考虑双边假设：
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由已知资料得两实验室测定结果的差值观察值为


[image: ]


且有[image: ]。

将上述结果代入检验统计量[image: ]，得观察值为[image: ]。利用Excel计算P_值为
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因此，我们没有充分的理由认为两实验室测量结果有显著差异。

Excel中TTEST函数可以计算成对数据的检验，具体步骤如下：

（1）将实验室A，B的数据输入Excel表中，设数据区域分别为A1：A8和B1：B8；

（2）在Excel表中任选一空白单元格（例如：C1单元格）下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“TTEST”[image: ]在弹出的对话框的“Arrayl”文本框中输入“A1：A8”，“Array2”文本框中输入“B1：B8”，“Tails”文本框中输入“2”（“1”代表单尾概率），“Type”本框中输入“1”（“2”代表两样本等方差，“3”代表两样本异方差）[image: ]点击Enter键[image: ]C1单元格即可显示P_值为“0.482994”。

（三）有关参数[image: ]的假设检验

这里，我们不妨假设参数μ是未知的，其假设问题包括
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其中[image: ]是已知的常量。此时[image: ]的无偏估计量


[image: ]


且[image: ]。因此，我们可取检验统计量为[image: ]。类似于前面的讨论，只需知道当[image: ]时，检验统计量[image: ]的分布。显然，此时有[image: ]。在给定显著水平α时，我们有检验拒绝域：

双边检验：[image: ]，或[image: ]；

左边检验：[image: ]；

右边检验：[image: ]。

与均值检验相同，我们也可通过计算P_值来判断是否拒绝[image: ]，当P_值小于给定的显著水平α时，拒绝原假设；否则，接受原假设。关于P_值的计算方法与均值检验的方法类似。我们通常称上述检验为[image: ]检验。

下面我们来解答例8.1.2，这是关于正态总体方差[image: ]的假设检验问题，需检验下列假设
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根据已知资料，计算得到检验统计量的取值为


[image: ]


查表可得[image: ]。因此，我们拒绝原假设，即至少有95％的把握认为该种摄影药品的贮藏寿命的标准差大于10天。

另，我们也可利用Excel计算得[image: ]，作出同样的判断。


§8.3　两个正态总体参数的假设检验

在实际中，常常会遇到比较两个总体均值或比较两种处理效应的问题，这就需要分别从两个总体中抽取样本，我们称之谓两样本问题。本节在两个正态总体的假定下，考虑两样本问题，包括均值的比较和方差的比较。

（一）比较两个正态总体均值的假设检验

设正态总体[image: ]分别是来自这两个总体的独立样本。记


[image: ]


考虑双边假设问题：


[image: ]


显然，当原假设[image: ]成立时，两样本均值取值应比较接近，即[image: ]取值偏小，因此我们可取检验统计量为[image: ]，为了确定检验拒绝域或计算P_值，我们分几种情况进行讨论。

1．当[image: ]和[image: ]已知

由抽样分布定理6.3.1和正态分布的性质知，检验统计量[image: ]。当[image: ]成立时，[image: ]。我们采用Z检验，可得拒绝域为


[image: ]


其中[image: ]为给定样本观察值时检验统计量[image: ]的取值。

在实际应用中[image: ]和[image: ]往往是未知的，我们先考虑比较特殊的情形，即两总体的方差相等时。

2．当[image: ]但未知

首先，利用合样本对参数[image: ]给出无偏估计量


[image: ]


根据第1种情形的讨论，我们可取检验统计量为


[image: ]


由抽样分布定理6.3.4知，当[image: ]成立时，[image: ]。则检验的拒绝域为


[image: ]


其中[image: ]为给定样本观察值时检验统计量T的取值。

我们称上述检验为两样本精确t检验。

例8.3.1　在例7.4.5的假定下，检验男生和女生配戴眼镜的平均价格是否有显著差异？

解　设[image: ]和[image: ]分别是男生和女生配戴眼镜的平均价格。在两总体的方差相同的假定下，考虑双边假设问题（8.3.1）。将已知资料[image: ][image: ]代入（8.3.2）中，得检验统计量的观察值[image: ]，


[image: ]


因此，我们有充分的理由认为男生和女生配戴眼镜的平均价格是有显著差异的，由[image: ][image: ]，我们认为女生配戴眼镜的平均价格要显著高于男生。

下面考虑更一般的情形，即两总体的方差不等时。

3．当[image: ]且未知

此时，我们分别以两样本方差[image: ]作为[image: ]和[image: ]的无偏估计，可取检验统计量为


[image: ]


当两样本容量都充分大时，由大数定律和中心极限定理可得，原假设[image: ]成立时统计量T近似服从标准正态分布N（0，1）。则检验拒绝域为


[image: ]


其中[image: ]为给定样本观察值时检验统计量的取值。

对于小样本情形，当[image: ]成立时，统计量T近似服从t分布，自由度为


[image: ]


或更精确的近似自由度为


[image: ]


我们称上述的几种检验为两样本近似t检验。

注　对于比较两正态总体均值的单边假设问题，类似于前一节的介绍，我们可以分别给出上述三种情形的检验规则，这里不作详细阐述。

例8.3.2　杀虫剂DDT的毒性会引起哺乳动物的肌肉痉挛。研究人员希望了解痉挛产生的原因进行了一项随机对比试验、其中6只中毒的小白鼠为实验组，6只没有中毒的小白鼠为对照组。检验DDT毒性的方法是对小白鼠的神经进行电子刺激。在一般情况下，当神经受到刺激时，电子仪器上会显示出一个明显的尖峰信号，随后的第二个尖峰信号会变得很弱。而中毒的小白鼠的第二尖峰信号显示则要比正常小白鼠强烈得多。所以，研究人员主要观测并测量小白鼠神经受到刺激时，第二个尖峰信号的强度与第一尖峰信号强度的百分比。测量结果如下：


[image: ]


假设两组数据都来自正态总体，试检验杀虫剂DDT的毒性是否会引起哺乳动物的肌肉痉挛？

解　记[image: ]和[image: ]分别为试验组（即中毒组）和对照组白鼠的第二尖峰信号强度相对于第一尖峰信号强度的平均百分比。要检验杀虫剂DDT的毒性是否会引起哺乳动物的肌肉痉挛，需考虑右边假设问题


[image: ]


由数据资料可以看到试验组的数据比对照组的数据更为分散，不能认为两总体方差相等，因此需采用近似的t检验。检验统计量为（8.3.3），并取公式（8.3.6）的自由度。由样本资料计算得[image: ]，t分布近似自由度为[image: ]，检验统计量观察值为[image: ]，P_值为[image: ]，因此，我们有98.48％的把握拒绝原假设，即认为中毒组的白鼠的第二尖峰信号强度是要显著强于对照组（没有中毒组），从而可以推断，杀虫剂DDT的毒性是会引起哺乳动物的肌肉痉挛。

（二）比较两个正态总体方差的假设检验

在前面有关两正态总体的均值比较问题中，当两总体的方差未知时，我们首先需对两总体方差是否相等进行检验，即考虑下列假设问题


[image: ]


取检验统计量为


[image: ]


当[image: ]成立时，[image: ]，且此时F的取值既不能偏大，也不能偏小，因此检验的拒绝域为


[image: ]


注　在实际处理两样本问题时，首先要检验两总体的方差是否相等，再进行两总体的均值比较。如果在一定的显著水平下，检验结果两总体方差相等，则采用两样本精确t检验，否则采用两样本近似t检验来比较两总体的均值。

例8.3.3　研究表明钙的摄入量与血压之间存在某种联系，在黑人身上这种联系尤为显著。这样的观察性研究并不能明确它们之间的因果关系，因此，研究人员设计了一项随机比较试验。试验的研究对象是21名健康的男性黑人，随机地抽取其中的10人为实验组，向他们提供为期12周的含钙食物，其余的11人接受等量的安慰剂。试验是各自独立进行的，响应变量为12周后对各试验对象测量其收缩压的下降值（单位：毫米汞柱）。


[image: ]


试利用假设检验的思想作出统计推断。

解　设X和Y分别为服钙组和服安慰剂组的收缩压下降值，并分别服从正态分布[image: ]和[image: ]。根据样本资料计算结果如下：


[image: ]


首先比较两总体的方差是否相等，即考虑假设（8.3.7）。检验统计量的观察值为[image: ][image: ]，利用Excel得[image: ]，即有[image: ][image: ]。同时，由于[image: ]，利用Excel可计算得P_值为[image: ][image: ]。因此，我们接受方差相等的假设，下面我们采用精确t检验对两组均值进行比较，因[image: ]，考虑两总体均值的右边检验


[image: ]


两组合样本方差为[image: ]，检验统计量的观察值为[image: ]，P_值为[image: ]。因此，我们作出拒绝原假设的判断，从而有充分的理由认为增加食物中钙的含量是会降低血压。

在Excel中，先利用FTEST函数进行两样本的方差齐性检验，再利用TTEST函数进行两样本的均值比较，例8.3.3的具体计算步骤如下：

（1）将两组数据输入Excel表格中，设数据区域分别为A1，A10和B1：B11；

（2）在Excel表中任选一空白单元格（例如：C1单元格）[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“FTEST”[image: ]在弹出的对话框的“Arrayl”文本框中输入“A1：A10”，“Array2”文本框中输入“B1：B11”[image: ]点击Enter键[image: ]C1单元格即可显示P_值为“0.52329”（双侧概率），因此认为两总体方差相同。

（3）在Excel表中任选一空白单元格（例如：C2单元格）[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“TTEST”＝在弹出的对话框的“Arrayl”文本框中输入“A1：A10”，“Array2”文本框中输入“B1：B11”，“Tails”文本框中输入“1”，“Type”文本框中输入“2”[image: ]点击Enter键[image: ]C1单元格即可显示P_值为，“0.041317”，因此作出拒绝原假设的判断。

例8.3.4　对§8.1节中的例8.1.3作出统计推断。

解　设X和Y分别为每分钟男、女的脉搏次数，并分别服从正态分布[image: ]和[image: ]，由已知数据计算得


[image: ]


样本方差[image: ]明显大于[image: ]，我们先考虑比较两总体方差的假设检验。检验统计量的观察值为[image: ]，利用Excel可计算得P_值为[image: ]。因此，我们认为两总体方差显著不相等，我们需采用近似t检验对两组均值进行比较。因[image: ]，考虑两总体均值的左边检验


[image: ]


检验统计量的观察值为[image: ]，t分布的近似自由度为[image: ][image: ]，P_值为[image: ]。因此，我们作出拒绝原假设的判断，即有充分的理由认为女性平均每分钟脉搏次数要多于男性。

Excel中例8.3.4的具体计算步骤如下：

（1）将两组数据输入Excel表格中，设数据区域分别为A1，A16和B1：B13；

（2）在Excel表中任选一空白单元格（例如：C1单元格）[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“FTEST”[image: ]在弹出的对话框的“Arrayl”文本框中输入“A1，A16”，“Array2”文本框中输入“B1，B13”，[image: ]点击Enter键[image: ]C2单元格即可显示P_值为“0.018026”（双侧概率），因此认为两总体方差不相同。

（3）在Excel表中任选一空白单元格（例如：C2单元格）[image: ]下拉菜单“插入”选项卡[image: ]单击“函数”[image: ]在类别的下拉式菜单中，选择“统计”选项[image: ]选择“TTEST”[image: ]在弹出的对话框的“Arrayl”文本框中输入“A1：A16”，“Array2”文本框中输入“B1，B13”，“Tails”文本框中输入“1”，“Type”文本框中输入“3”[image: ]点击Enter键[image: ]C2单元格即可显示P_值为“0.016028”（采用较精确的自由度的t检验），因此作出拒绝原假设的判断。


表8.3.1　正态总体均值、方差的检验法（显著性水平为α）

[image: ]
[image: ]


§8.4　假设检验与区间估计

回顾第七章介绍的有关参数的区间估计和本章前面介绍的假设检验内容，我们可以发现，这两者之间有着非常密切的联系，首先，我们来看方差已知时单个正态总体均值的统计推断问题。

设[image: ]是来自正态总体[image: ]的样本，其中方差[image: ]已知。由第七章的知识可知，μ的置信水平为1－α的置信区间为


[image: ]


而有关均值μ的双边假设检验问题


[image: ]


的显著水平为α的检验的拒绝域为


[image: ]


从而检验的接受域为


[image: ]


如果把接受域中的[image: ]改写成μ所得结果正好是μ的置信水平为1－α的置信区间。反过来，我们也可由μ的置信水平为1－α的置信区间的结果推得μ的假设检验问题显著水平为α的检验的接受域。

一般来说，设[image: ]为来自总体X～F（x；θ）的样本。若双边假设问题[image: ][image: ]的水平为α的检验的接受域[image: ]能等价地写成[image: ]的形式，那么[image: ]是θ的置信水平为1－α的置信区间，反之，若[image: ]是θ的置信水平为1－α的置信区间，则当[image: ][image: ]时，我们没有充分的把握认为[image: ]，因此我们接受原假设[image: ]。显然，这个检验的拒绝域为


[image: ]


若左边假设问题[image: ]的水平为α的检验的接受域[image: ]能等价地写成[image: ]的形式，那么[image: ]是θ的置信水平为1-α的单侧置信上限。反之，若[image: ]是θ的置信水平为1-α的单侧置信上限，当[image: ]时，接受原假设[image: ]。

若右边假设问题[image: ]的水平为α的检验的接受域[image: ]能等价地写成[image: ]的形式，那么[image: ]是θ的置信水平为1-α的单侧置信下限。反之，若[image: ]是[image: ]的置信水平为1-α的单侧置信下限，则当[image: ]时，接受原假设[image: ]。

例8.4.1　某种元件的寿命X（以小时记）服从正态分布[image: ]，μ和[image: ]均未知。现测得16只元件的寿命如下：


[image: ]


试给出μ的置信水平为95％的下侧置信限，并推断是否有充分的理由认为元件的平均寿命大于225小时？

解　根据第七章的知识可得μ的置信水平为95％的下侧置信限


[image: ]


查t分布表[image: ]，并将样本资料[image: ]代入得μ的置信水平为95％的下侧置信限为198.230。由于[image: ]，因此，没有充分的理由认为元件的平均寿命大于225小时。

例8.4.2　为了研究某种止痛药的副作用，调查了服用止痛药的440名患者，发现有23名出现了“反症状”。那么，是否有足够的理由说明在服用止痛药的病人中，出现“反症状”的比例低于10％？（α＝0.05）

解　这是有关二点分布B（1，p）中参数p的假设检验问题。由题意知，可以考虑左边假设


[image: ]


根据§7.5节中有关二点分布B（1，p）中参数p的区间估计的结果可得，p的置信水平为1-α的单侧置信上限为


[image: ]


其中[image: ]。将已知资料[image: ]，并取α＝0.05，代入上式计算得[image: ]。

根据假设检验与区间估计的关系知，此时有关p的左边假设检验问题的检验规则为：当[image: ]时拒绝原假设[image: ]。由于[image: ]，因此，我们作出拒绝原假设的判断，即认为在服用止痛药的病人中，出现“反症状”的比例明显低于10％。


§8.5　拟合优度检验

在前面两节的讨论中，假设了总体是服从正态分布的前提下，对分布的参数进行了假设检验。但在实际问题中，有时不能预知总体服从什么类型的分布，这时就需要先根据样本检验关于总体分布的假设。设F（x）是总体的未知的分布函数，又设[image: ]是具有某种已知类型的分布函数，但可能含有若干个未知参数，需检验假设


[image: ]


统计中有关这类分布的假设检验称为拟合优度检验。有关拟合优度检验的研究始于1900年英国统计学家皮尔逊提出的[image: ]检验，后来发展了许多方法。本节主要介绍皮尔逊拟合优度[image: ]检验、柯尔莫哥洛夫检验和针对正态分布的W检验（D检验）。

（一）皮尔逊拟合优度[image: ]检验

皮尔逊[image: ]检验的基本思想是：对总体X的取值分成互不相容的k类，记为[image: ]，[image: ]是来自该总体的样本，并记[image: ]为样本观察值落在[image: ]类的个数。当[image: ]中的[image: ]完全已知时，我们可以计算[image: ]。而当假设[image: ]中的[image: ]含有r个未知参数时，要先在[image: ]的形式下利用极大似然法估计r个未知的参数，然后求得[image: ]的估计[image: ]为真时，n个个体中属于[image: ]类的“期望个数”应为[image: ]（或[image: ]）。在统计中，[image: ]（或[image: ]）分别被称为实际频数与理论频数，皮尔逊提出用统计量


[image: ]


作为衡量实际频数与理论频数偏差的综合指标。当H0为真时，[image: ]的值偏小。故检验的拒绝域为[image: ]。皮尔逊证明了以下极限定理。

定理8.5.1　若n充分大，则当H0为真时，统计量[image: ]近似服从[image: ]分布，其中k为分类数，r为[image: ]中含有的未知参数个数，当[image: ]完全已知时，记r＝0。

由上述定理知，有关分布假设问题（8.5.1）的水平近似等于α的检验的拒绝域为W＝[image: ]，或者可以计算P_值对原假设作出判断，[image: ]，其中[image: ]为检验统计量[image: ]的观察值。我们称P_值为所得数据原假设的拟合优度。P_值越大，支持原假设的证据就越强。给定显著水平α，当P_＜α时，就拒绝原假设。

注　在实际应用皮尔逊拟合优度[image: ]检验时，要求样本容量n＞50，且每一类的理论频数[image: ]，如果某类的理论频数小于5，则应与相邻类进行合并。

例8.5.1　根据§8.1节中例8.1.4的数据，利用皮尔逊拟合优度[image: ]检验，说明孟德尔豌豆遗传理论的合理性。

解　这是有关分类数据的假设检验，我们可定义随机变量


[image: ]


并记事件[image: ]，概率[image: ]。为检验孟德尔理论是否合理，需考虑假设问题：


[image: ]


由已知资料可得每一类[image: ]的实际频数[image: ]和理论频数[image: ]，列表如下：


表8.5.1　[image: ]检验计算表

[image: ]

则检验统计量的取值为


[image: ]


查[image: ]分布表得[image: ]，因此我们没有充分的理由否定该理论。

我们也可由Excel计算得[image: ]，作出同样的判断。但此时P_值提供更多的信息，告诉我们有充分的证据支持孟德尔理论。

例8.5.2　从1500年到1931年的432年间，每年爆发战争的次数可以看作一个随机变量。据统计，这432年间共爆发了299次战争，具体数据如下：


[image: ]


通常假设每年爆发战争的次数服从泊松分布，那么上面的数据是否有充分的理由推翻每年爆发战争的次数服从泊松分布假设？（α＝0.05）

解　考虑假设问题


[image: ]


因在H0中参数λ是未知的，所以首先利用极大似然法求得参数λ的估计为[image: ]0.69，则有


[image: ]


为计算检验统计量的值，列表如下：


表8.5.2　[image: ]检验计算表

[image: ]

则检验统计量的取值为


[image: ]


查[image: ]分布表得[image: ]，因此我们没有充分的理由拒绝原假设，即可以认为每年爆发战争的次数服从泊松分布。

利用Excel计算得[image: ]，作出同样的判断。

例8.5.3　从某医院收集到168名新生女婴儿的体重数据（单位：克），试检验这些数据是否来自正态总体（取α＝1）？


[image: ]

解　为检验以上数据是否来自正态总体，我们先通过绘制直方图来粗略地了解这些数据的分布情况。步骤如下：

（1）找出数据的最小值和最大值为2150和4058，取区间［2100.5，4100.5］，它能覆盖［2150，4058］；

（2）将区间［2100.5，4100.5］等分为10个小区间，小区间长度△＝（4100.5-2100.5）/10＝200，△称为组距，小区间的端点称为组限，建立下表：



	组限
	频数ni
	频率ni/n
	累积频率


	2100.5-2300.5
	3
	0.0179
	0.0179


	2300.5-2500.5
	5
	0.0298
	0.0476


	2500.5-2700.5
	13
	0.0774
	0.1250


	2700.5-2900.5
	22
	0.1310
	0.2560


	2900.5-3100.5
	28
	0.1667
	0.4226


	3100.5-3300.5
	39
	0.2321
	0.6548


	3300.5-3500.5
	28
	0.1667
	0.8214


	3500.5-3700.5
	21
	0.1250
	0.9464


	3700.5-3900.5
	7
	0.0417
	0.9881


	3900.5-4100.5
	2
	0.0119
	1.0000



（3）自左向右在各小区间上作以[image: ]为高的小矩形，如图8.5.1所示。


[image: 164-a]
图8.5.1


这样的图形叫直方图。显然，每个小矩形的面积等于数据落在该小区间上的频率[image: ]，由于当n充分大时，频率接近于概率，因而一般来说，每个小区间上的小矩形的面积接近于概率密度曲线之下该小区间之上的曲边梯形的面积，从而直方图的轮廓曲线接近于总体的概率密度曲线。从本例的直方图看，它有一个峰，中间高，两头低，比较对称。和正态分布的样子很相似。下面我们作皮尔逊拟合优度[image: ]检验。设随机变量X为新生女婴儿的体重，需检验假设


[image: ]


因H0中的参数μ和[image: ]未知，先利用极大似然法得μ，[image: ]的估计值分别为[image: ][image: ]。我们将X的可能取值分成10个小区间，并取事件[image: ]如下表中第一列所示。当H0成立时，[image: ]，利用正态分布表或Excel可计算得每一事件[image: ]的概率估计值为[image: ]，例如


[image: ]


计算结果列表如下：


表8.5.3　[image: ]检验计算表

[image: ]

则检验统计量的观察值为[image: ]，而查[image: ]分布表得[image: ]，因此在显著水平0.1下接受H0，即认为数据来自正态分布总体。

（二）柯尔莫哥洛夫（Kolmogrov）检验

由于[image: ]拟合优度检验是分组处理样本观察值的，因此即使原假设[image: ]不成立，但在对连续型随机变量X通过各分点[image: ]进行分组时，还是有可能


[image: ]


这样就很可能认为原假设为真，导致犯第Ⅱ类错误，影响检验的功效，因此[image: ]检验主要用子离散型分布的检验。下面介绍的柯尔莫哥洛夫检验是在每一点上考察样本经验分布函数与总体分布函数之间的偏差。这就克服了[image: ]检验依赖于区间划分的缺点。

设[image: ]为取自总体X～F（x）的样本。样本经验分布函数为阶梯形函数


[image: ]


其中[image: ]是样本次序统计量。根据格里汝科定理有，


[image: ]


该结果告诉我们，对分布检验问题


[image: ]


其中[image: ]是一个完全已知的理论分布，我们可取检验统计量为


[image: ]


当[image: ]取值偏大时拒绝原假设H0。

上述这一检验方法是1933年由前苏联数学家柯尔莫哥洛夫提出的，我们称这种检验为柯尔莫哥洛夫检验。

根据[image: ]的单调非降性以及[image: ]的定义，我们可以很方便地计算统计量[image: ]的值：


[image: ]


柯尔莫哥洛夫给出了统计量[image: ]的精确分布和极限分布，其结果比较复杂，在此省略。当样本量n≤100时，[image: ]的精确分位数参见附表6，当样本量n＞100时，[image: ]的近似分位数参见附表7。

下面我们给出柯尔莫哥洛夫检验的具体步骤。

（1）将样本观察值[image: ]从小到大进行排列得[image: ]；

（2）计算统计量[image: ]的观察值


[image: ]


（3）对给定的显著水平α，当n≤100时，查附表6，当n＞100时，查附表7，得检验的临界值[image: ]；

（4）若[image: ]，则拒绝原假设[image: ]，认为数据与理论分布[image: ]不相符合；否则接受H0，认为数据与理论分布[image: ]是拟合得好的。

例8.5.4　问在水平0.10下，是否可以认为下列10个数：

0.034，0.437，0.863，0.964，0.366，0.469，0.637，0.623，0.804，0.261是来自于（0，1）区间上均匀分布的随机数？

解　利用柯尔莫哥洛夫检验法，计算如下表：


表8.5.4　柯尔莫哥洛夫检验计算表

[image: ]

因此，[image: ]，查附表6得临界值[image: ]0.166。所以接受原假设，即可以认为数据是来自于（0，1）区间上的均匀分布。

（三）正态W检验（D检验）

统计中许多方法依赖于正态分布的假设，所以有关正态性检验在理论、方法和应用上，很长一段时间来都是统计中重要的研究课题。尽管前面介绍的两种检验方法也适用于正态分布的检验，但都没有充分利用原假设成立时的信息，故检验的功效不是很高。下面介绍的基于样本次序统计量[image: ]的正态性检验：小样本（样本个数3～50）的W检验和大样本（样本个数50～1000的的D检验，是实际中最常用的正态性检验方法，已被列入我国统计方法的国家标准GB 4882－85之中。有关这两种检验的统计思想和理论，感兴趣的读者可参考茆诗松和王静龙（1989）编著的《数理统计》中的详细介绍，我们仅给出这两种方法的检验规则。

W检验的检验统计量为


[image: ]


当[image: ]时，拒绝样本来自正态分布总体的假设，其中[image: ]的值见附表8，[image: ]为统计量W的上1-α分位数，详见附表9。

D检验的检验统计量为


[image: ]


在正态性假设成立时，D的分布仅与样本容量有关，且有


[image: ]


当[image: ]时，拒绝样本来自正态分布总体的假设，其中统计量Y的分位数见附表10。


例8.5.5　下表是某城市气象台测定的1999年降雨量的99个数据（单位：mm）

[image: ]

检验这些数据是否与正态分布相符。

解　经计算得

D＝0.2816，Y＝-0.1524226.

虽然附表10中没有给出n＝99时统计量Y的分位数，但从n＝90及n＝100时Y的分位数的值容易看出[image: ]，因此不拒绝正态性的假设，认为数据与正态分布相符。


思考题八

1．如何理解小概率原理在假设检验中的应用？

2．分别利用P_值和显著水平α说明检验的统计显著性。

3．有关参数的假设检验和分布的假设检验中，如何根据样本资料合理地设置原假设？

4．将假设检验的原假设和备择假设互换，如将[image: ]，检验结果有什么区别？

5．对于一个假设检验向题，设[image: ]，如果出现“在显著水平[image: ]下拒绝原假设，而在显著水平[image: ]下接受原假设”，这矛盾吗？如何理解判断结果？

6．假设检验问题中的两类错误是什么？它们之间有什么关系？它们和样本容量之间又有什么联系？如何理解奈曼-皮尔逊原则？

7．假设检验和区间估计有什么联系？

8．说明皮尔逊分布拟合的[image: ]检验和柯尔莫哥洛夫检验的基本思想，并说明这两种检验的优缺点，

9．如果要检验一批数据是否来自正态总体，你会选择什么检验方法？


习题八

1．从标准差为0.29的正态总体中获得容量为n＝35的随机样本，其样本均值[image: ]，假定我们的目的是想知道总体的均值μ是否超过2.3。

（1）给出检验的原假设和备择假设；

（2）求P_值；

（3）求犯第Ⅰ类错误的概率；

（4）如果α＝0.05，指出检验的拒绝区域；

（5）样本观察值是否提供了充分理由来说明μ＞2.3。

2．某汽车厂商宣称他们生产的汽车平均每公升的汽油可行驶15km以上，若怀疑该广告的真实性，随机抽样10辆，并且记录下每部车每公升汽油行驶的千米数，得到如下的观察值：

14.8　15.1　16.9　14.8　13.7　12.9　13.5　14.9　15.4　13.5

假设数据来自正态分布，请检验该广告的真实性（α＝0.05）。

3．设总体[image: ]，从总体中抽取容量为25的简单随机样本，样本均值和样本方差为[image: ]，

（1）当[image: ]已知时，求检验问题[image: ]的显著性水平为0.05的拒绝域，并计算当μ＝2时，检验犯第Ⅱ类错误的概率；

（2）设[image: ]未知，求检验问题[image: ]的显著性水平为0.05的拒绝域，并计算当[image: ]时，检验犯第Ⅰ类错误的概率。

4．火药生产厂家设计出一种新的火药生产方案，要求使子弹发射的枪口速度达到3000尺／秒。现做了8次试验，其速度分别为

3005　2925　2935　2965　2995　3005　2935　2905

（1）试问这些数据是否足以说明其枪口平均速度μ和3000尺／秒有明显差异？（α＝0.05）

（2）求均值μ的95％的置信区间；

（3）如果你计划把上述结果写成报告，统计检验结果的P_值等于多少？

5．根据某报上信息知，我国男性公民身高（一生中最大值）的平均值为169.7cm。今从我国某西南地区随机找100个青年男子测身高，得平均值为167.2cm，样本标准差为4.1cm。设样本来自正态总体[image: ]，

（1）求参数μ的双侧95％的置信区间；

（2）问该地区男子身高是否明显低于全国水平（α＝0.05）？

6．为调查某减肥药的成效，随机抽取10位使用者，记录其服用减肥药前后的体重（单位：kg）。


[image: ]


试用假设检验方法分析该减肥药的效果。（α＝0.05）

7．某经销代理商在和某牛奶生产厂的合约里，要求生产的225ml的牛奶中，容量标准差不可超过8ml，若抽查出的标准差远大于8mL就予以退货。现随机抽取15盒牛奶，测量得分别为（单位：ml）

230　223　228　229　220　215　217　231　220　223　230　224　226　228　227

请你根据这批数据给经销商提出建议，是否需要退货？说明理由。（α＝0.05）

8．为测试某种发动机的汽油耗损情况，共进行16次侧量，测得标准差为2.2加仑。假设汽油耗损服从正态分布[image: ]，

（1）求[image: ]的置信水平为95％的置信区间；

（2）检验[image: ]说明你的结论。

9．现对某论坛的日发贴量进行为期10日的调查，测得各日的日发帖为[image: ]，贴i＝1，2，…，10，并算得[image: ]。若假定该论坛的日发帖量[image: ]。

（1）通过计算P_值说明是否有充分的理由认为μ＞500？

（2）求[image: ]的置信水平为95％的置信区间。

10．下列为两个煤矿每吨产量产生热能的记录（单位：百分比每吨）。


[image: ]


假设这些数据是来自两个方差相等且独立的正态总体，你是否认为煤矿A每吨产量产生热能要显著地大于煤矿B？（α＝0.05）

11．为比较甲、乙两位电脑打字员的出错情况，抽查甲输入的文件8页，各页出错字数为5，3，2，0，1，2，2，4；抽查乙输入的文件9页，各页出现错字数为5，1，3，2，4，6，4，2，5。

假设甲、乙两人页出错字数都服从正态分布，试检验：

（1）甲、乙两人页出错的方差是否相同（α＝0.05）？

（2）甲页均出错是否显著少于乙（α＝0.05）？

12．进行一项实验来比较A，B两种药物在肌肉组织中的平均吸收情况。现将62个组织样品随机分成相等的两组，其中一组用A药物测试，另一组用B药物测试，样本结果为[image: ]0.10。假定两总体都是正态分布，记为[image: ]。

（1）检验假设[image: ]；

（2）求[image: ]的置信水平为95％的置信区间。

13．盖洛普民意测验机构调查了1785位居民”在最近7天内，你是否亲自去过教堂？”，在受访者中，有750人回答“是”假设盖洛普所抽取的样本可以看成是一个简单随机样本。

（1）求在95％置信水平下，请给出“一周内去过教堂”的人的比例的置信区间。

（2）是否有足够的理由说明不足一半的人去过教堂？（α＝0.05）

14．一家旅行社管理人员研究90天的时间内预定和注销房间的情况，研究人员所观察到的结果如下：


[image: ]


问这些数据是否符合“每日注销房间数服从泊松分布”这一假设？（α＝0.05）

15．一正八面体的各面上，分别以数字1，界3，4，5，6，7，8在各个面上标出，为检验它是否匀称，作600次投掷试验，各个数字朝上方的次数如下：


[image: ]


用拟合优度检验假设H0：该八面体是匀称的（α＝0.05）。

16．一袋中有红球和白球若干，采用放回抽样，直到取到红球为止，设X表示取球的次数。对X独立重复观察了162次，其中X＝1有100次，X＝2有42次，X＝3有16次，X≥4有4次。请在显著水平α＝0.05下，检验H0：X服从几何分布，分布律为


[image: ]


17．设某电话交换台等候一个呼叫来到的时间为X分钟，现观察了100次，其结果如下：


[image: ]

试在显著性水平α＝0.05下，检验H0：等候时间X服从均值为2的指数分布。

18．为研究某种新药对抗凝血酶活力的影响，随机安排新药组病人12例，对照组病人10例，分别测定其抗凝血酶活力（单位：mm3），结果如下：

新药组：136　127　128　128　133　138　142　116　110　108　115　140

对照组：163　165　177　170　175　152　157　159　160　164

试作如下分析（α＝0.05）：

（1）用W检验法检验两组数据是否服从正态分布？

（2）检验两样本是否来自方差相同的总体？

（3）选择最合理的方法检验新药组和对照组病人的平均抗凝血酶活力有无差别？

19．利用D检验法推断例8.5.3中新生女婴的体重数据是否服从正态分布？

第九章　方差分析与回归分析

在前一章假设检验中，我们已经介绍了比较两个总体均值差异的t检验，但在实际问题中，往往会涉及到两个以上总体均值大小的比较。方差分析（Analysis of variance，简称：ANOVA），是由英国统计学家费歇尔（Fisher）在20世纪20年代提出的，可用于推断两个或两个以上总体均值是否有差异的显著性检验。

在实际中，往往有很多变量之间具有相关性，但其关系没有密切到能用函数的形式来表达。如：儿童的年龄与身高之间的关系。从平均意义上说，儿童随着年龄的增长，身高增高，但对具体的个体来说，存在着年龄小的儿童的身高超过年龄大的儿童的可能。这种关系，我们称“相关关系”。回归分析是研究具有相关关系的变量之间的统计规律性。回归分析目前是所有统计分支中应用最广泛的，它被用于几乎所有的研究领域及工农业生产，包括产品的统计质量管理、市场预测、自动控制中数学模型的建立、气象预报、地质勘探、医学卫生等等。


§9.1　单因素方差分析

（一）单因素方差分析

我们从下面一个实例来看方差分析的基本思想。

例9.1.1　为了比较三种不同类型日光灯管的寿命（小时），现从每种类型日光灯管中抽取8个，总共24个日光灯管进行老化试验，下面是经老化试验后测算得出的各个日光灯管的寿命（小时）：


表9.1.1　日光灯管的寿命（小时）

[image: ]

试判断三种不同类型日光灯管的寿命是不是存在差异？

从表9.1.1中我们可以看到，不仅不同类型日光灯的寿命不同，即使是同一类型的日光灯管的寿命也不尽相同。引起日光灯管寿命不同的原因有两个方面：其一，由于日光灯类型不同，而引起寿命不同。其二，同一种类型日光灯管，由于其他随机因素的影响，也使其寿命不同。即从理论上来看，如果没有其他因素的影响，相同类型的日光灯管的寿命应该是相同的（理论均值），实际所得到的日光灯管的寿命与理论均值的偏差即为随机误差，通常假设其服从正态分布。方差分析的目的就是推断引起日光灯管寿命差异的原因究竟是来自随机误差还是确实是由于日光灯类型的不同而引起的。

在方差分析中，通常把研究对象的特征值，即所考察的试验（或调查）结果（如例9.1.1中的日光灯管的寿命）称为试验指标。对试验指标产生影响的原因称为因素（factor），因素中各个不同状态称为水平，如例9.1.1中，“日光灯管类型”即为因素，日光灯管三个不同的类型，即为三个水平。单因素方差分析仅考虑有一个因素A对试验指标的影响。假如因素A有r个水平，分别为[image: ]，在第[image: ]水平下进行了[image: ]次独立观测，所得到的试验指标的数据集如表9.1.2所示。


表9.1.2　单因素方差分析数据

[image: ]

由于我们通常假设随机误差是正态的，水平[image: ]下的试验结果[image: ]，可以看成是来自第i个正态总体[image: ]的样本观测值，其中[image: ]均为未知参数，且每个总体[image: ]相互独立。因此，可写成如下的数学模型：


[image: ]


其中[image: ]是第i个总体的均值（理论均值），[image: ]是相应的随机误差。

方差分析就是要比较因素A的r个水平下试验指标理论均值的差异，问题可归结为比较这r个总体的均值差异。即检验假设：


[image: ]


为了便于讨论，我们将模型（9.1.1）改写成如下的模型：


[image: ]


其中[image: ]。称为总平均；[image: ]表示水平[image: ]下的试验指标的平均值与总平均的差异，习惯上将其称为水平[image: ]的效应。

显然，当且仅当[image: ]，因此假设（9.1.2）改写为


[image: ]


如果（9.1.4）中的H0被拒绝，则说明因素A的各水平的效应之间有显著的差异，即认为因素A的变化对试验指标有影响；否则，认为因素A的变化对试验指标并没有影响，数据的差异来自于随机误差。

假设H0的检验统计量是在平方和分解的基础上导出的。我们先给出如下的记号：


[image: ]


平方和分解的主要思想是把数据总的差异（用总离差平方和[image: ]来表示），分解为两个部分：一部分是由于因素A引起的差异，即效应平方和[image: ]，
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另一部分则由随机误差所引起的差异，即误差平方和[image: ]，
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经计算可以得平方和分解公式：

ST＝SE＋SA

由于[image: ]是来自第i个总体（[image: ]水平下）的样本均值，可以作为第i个总体（[image: ]水平下）均值[image: ]的点估计。显然，如果[image: ]之间的差异越大，那么，这些样本均值[image: ]之间的差异也就越大。平方和[image: ]恰好表示了这种差异的大小，因此，[image: ]也称为因素A的组间平方和。

对于固定的i，观测值是来自同一个正态总体[image: ]的样本，因此这些观测值之间的差异是来自随机误差，[image: ]描述了第i个总体（[image: ]水平下）由于随机误差而导致的差异的大小，将r组这样的差异相加就得到[image: ]，因此，也称[image: ]为组内平方和。

由下面定理可以给出假设[image: ]的检验统计量及其分布（证明参见附录9.7）。

定理9.1.1　[image: ]如上述定义，在模型（9.1.3）的假设下，我们有，

（1）[image: ]。

（2）[image: ]。进一步，假设H0为真，那么[image: ]。

（3）假设H0为真，则[image: ]独立，并且，


[image: ]


从上面的定理可以看出，无论假设H0是不是真，[image: ]，而对于[image: ]，只有当假设H0为真的时候[image: ]。如果假设H0不真，则显然[image: ]，因此，如果由样本计算得出的F值比较大的话，即落在[image: ]的区间内，那么判定假设[image: ]不成立。对于给定的显著水平α，用[image: ]表示F分布的上侧α分位数，这个假设检验的拒绝域为[image: ]，即当由观测值得到的F值落在拒绝域内，则意味着应该拒绝原假设H0，认为各总体均值（各个水平下）有差异，或称为因素A显著。通常将上述的计算归纳成表9.1.3，称为方差分析表，


表9.1.3　单因素方差分析表

[image: ]

作为一个副产品，我们从定理9.1.1可以得出模型中参数[image: ]的无偏估计为[image: ]，
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（二）单因素方差分析的Excel处理

如果要在Excel上进行统计分析（如t检验，相关系数计算，回归分析，方差分析等等），要先加载“数据分析”模块，方法如下：

在Excel工作表中点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“加载宏”就会出现一个“加载宏”的框⇒在“分析工具库”前的框内打勾⇒点击“确定”。这时候再点击下拉式菜单“工具（T）”会新出现“数据分析”，然后就可以进行统计分析了。

以下面的例子来说明用Excel进行方差分析的步骤。

例9.1.2　保险公司某一险种在四个不同地区一年的索赔的情况记录如表9.1.4所示。试判断在四个不同地区索赔额有无显著差异？


表9.1.4　保险索赔记录

[image: ]

（1）在Excel工作表中输入上面的数据⇒点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”的框⇒点击菜单中“方差分析：单因素方差分析”⇒点击“确定”，出现“方差分析：单因素方差分析”框。

（2）在“输入区域”中标定你已经输入的数据的位置⇒根据你输入数据分组情况（是按行分或按列分）确定分组⇒选定方差分析中F检验的显著水平⇒选定输出结果的位置⇒点击“确定”。

（3）在你指定的区域中出现如下方差分析表：


[image: ]

根据Excel给出的方差分析表，假设H0是否显著的判别有两种方法。

（1）根据前面所给出的F检验查出[image: ]的值，给出拒绝域W＝[image: ]，然后根据观测值计算得出的F值，判断F的值是不是落在拒绝域内，给出拒绝或接受假设H0的结论。Excel计算结果的方差分析表中在Fcrit这列下面给出了W＝[image: ]这个值。在这个例子中，[image: ]，因此拒绝域为W＝{F≥3.0491}。由观测值计算得F＝2.1658，所以没有落在拒绝域内，因此接受假设H0，即各地区索赔额无显著差异。

（2）根据方差分析表中给出的P-value（P_值）来判断。如果P_值小于给定的显著水平，那么拒绝假设H0。本例中，在给定的显著水平α＝0.05的情况下，由于P_＝0.1208＞0.05，所以接受假设H0。

（三）均值的多重比较

如果F检验的结论是拒绝H0，则说明因素A的r个水平效应有显著差异，也就是说r个均值之间有显著差异。但是这并不意味着所有均值间都存在差异，这时我们还需要对每一对[image: ]作一对一的比较，即多重比较。基本假设为


[image: ]


类似上一节两个正态总体均值t检验，但有一点区别，即估计方差时采用全部数据，给出检验统计量为
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当H0为真时，[image: ]，因此，这个检验的拒绝域[image: ]，如果观测值得到的[image: ]落在拒绝域内，则拒绝假设H0，反之则接受假设H0。

例9.1.3　例9.1.1（续）　判断三种不同类型日光灯管寿命是不是存在差异，即检验假设


[image: ]


如果拒绝上面的零假设，给出各组均值的两两比较。

解　由例9.1.1给出的数据，利用公式（9.1.6）和（9.1.7），计算得出如下方差分析表（或直接利用Excel中的单因素方差分析）：


[image: ]



[image: ]

如果给定的显著水平为α＝0.05，由于[image: ]，所以拒绝假设H0，认为三种不同类型日光灯管寿命之间存在差异，接下来我们要分析，是[image: ]之间有差异呢？还是[image: ]之间有差异？这就需要均值的多重比较。

（1）检验假设


[image: ]


由于[image: ]，因此接受H0，认为[image: ]无差异。

（2）检验假设


[image: ]


由于[image: ]，因此拒绝H0，认为[image: ]差异显著。

（3）检验假设


[image: ]


由于[image: ]，因此拒绝H0，认为[image: ]差异显著。

（四）方差分析的前提

从前面给出的方差分析模型可以看出，要进行方差分析必须具备三个基本的条件：

（1）独立性。数据是来自r个独立总体的简单随机样本。

（2）正态性。r个独立总体均为正态总体。

（3）方差齐性。r个正态总体的方差是相同的，即满足假设
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因此，在进行方差分析之前，必须判别模型的三个前提条件是不是满足。

方差分析和其他统计推断一样，样本的独立性对方差分析是非常重要的，在实际应用中会经常遇到非随机样本的情况，这时使用方差分析得出的结论不可靠。因此，在安排试验或采集数据的过程中，一定要注意样本的独立性向题，

方差齐性对于方差分析是非常重要的，因此在方差分析之前往往要进行方差齐性的诊断，即检验假设（9.1.10），通常可采用Barlett检验。

记
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当假设（9.1.10）成立时，统计量


[image: ]


近似服从自由度为r-1的[image: ]分布，拒绝域为[image: ]，如果由观测值计算得到的统计量[image: ]的值落在拒绝域内，则认为至少有两个水平下的方差不相等。

方差齐性检验也可采用如下的经验准则：当最大样本标准差不超过最小样本标准差的两倍时，即[image: ]，方差分析F检验结果近似正确。


§9.2　多因素方差分析

在实际中对某一事物的影响往往不止一个因素，如在化工生产中，影响产品质量的可能会有原料的成分，反应温度，压力，催化剂，反应时间等因素，每一因素的改变都有可能对产品的质量产生很大影响。我们也可以用类似于单因素方差分析的方法对这些因素的显著性进行检验，称为多因素方差分析。本节仅讨论两个因素的影响，即双因素方差分析的情形。

双因素方差分析模型有两种类型：

（1）无交互作用的双因素方差分析，假定两个因素的效应之间是相互独立的；

（2）有交互作用的双因素方差分析，假设两种因素的结合会产生另一种新的效应。

（一）没有交互作用的双因素方差分析

1．数学模型

假设有两个因素，分别为因素A和因素B，因素A有r个水平，因素B有s个水平。在每个因素的各个不同水平下均进行了一次试验，数据如表9.2.1所示。


表9.2.1　双因素方差分析数据（无重复数据）

[image: ]

假设[image: ]，s且各[image: ]相互独立，不考虑因素的交互作用，可写成如下的数学模型：


[image: ]


其中[image: ]为总平均，[image: ]为因素A的第i个水平的效应，[image: ]为因素B的第j个水平的效应。

双因素方差分析的卞要任务是系统分析因素A和因素B对试验指标的影响，即在给定的显著水平α下，对下面的假设进行检验：

对于因素A，


[image: ]


对于因素B，


[image: ]


双因素方差分析与单因素方差分析的基本原理相同，基于平方和的分解，总的平方和[image: ]可以分解为因素A不同水平所引起的离差平方和[image: ]，因素B不同水平所引起的离差平方和[image: ]，以及由随机性引起的误差平方和[image: ]。即：
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类似于单因素方差分析，可以证明在模型的条件下，


[image: ]


并且[image: ]的检验统计量，当[image: ]成立时，
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由观测样本计算得到[image: ]的值，根据这些值是否落在拒绝域内，判断是拒绝还是接受[image: ]。计算结果可归纳成下面的方差分析表9.2.2。


表9.2.2　无重复双因素方差分析表

[image: ]

2．无重复双因素方差分析的Excel处理

我们以下面的例子来说明Excel的处理方法，

例9.2.1　研究树种与地理位置对松树生长的影响，对4个地区的3种同龄树的直径进行测量得到数据如表9.2.3，[image: ]表示3个不同树种，[image: ]表示4个不同地区，对每一种水平组合进行了测量，据此来说明树种与地理位置对松树生长影响是不是显著？（α＝0.05）


表9.2.3　三种同龄松树的直径测量数据

[image: ]

（1）在Excel工作表中输入上面的数据今点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”框⇒点击菜单中“方差分析：无重复双因素方差分析”⇒点击“确定”，出现“方差分析：无重复双因素方差分析”框。

（2）在“输入区域”中标定你已经输入的数据的位置⇒选定方差分析中F检验的显著水平⇒选定输出结果的位置⇒点击“确定”，

（3）在你指定的区域中出现如下方差分析表；


[image: ]

根据Excel给出的结果，对于因素[image: ]，所以因素A差异显著，即树种对松树的生长有影响。对于因素[image: ]，所以因素B差异不显著，即地理位置影响不明显。

（二）有交互作用的双因素方差分析

1．数学模型

假设有两个因素，分别为因素A和因素B，因素A有r个水平，因素B有s个水平。在每个因素的各个不同水平下均进行了重复t次试验，数据如表9.2.4所示：


表9.2.4　双因素方差分析数据（有重复数据）

[image: ]

假设[image: ]相互独立，可写成如下的数学模型；


[image: ]


其中[image: ]为总平均，[image: ]为因素A的第i个水平的效应，[image: ]为因素B的第j个水平的效应，[image: ]表示因素[image: ]和因素[image: ]的交互效应。

有交互作用的双因素方差分析的主要任务是系统分析因素A，因素B以及因素A和因素B的交互效应对试验指标的影响，即在给定的显著水平α下，对下面的假设进行检验：

对于因素A，


[image: ]


对于因素B，


[image: ]


对于交互效应，


[image: ]


有重复的双因素方差分析与单因素方差分析和无重复的双因素方差分析的基本原理相同，检验统计量基于平方和分解。总的平方和[image: ]可以分解为因素A不同水平所引起的离差平方和[image: ]，因素B不同水平所引起的离差平方和[image: ]，因素A和因素B的交互效应所引起的离差平方和[image: ]以及由随机性引起的误差平方和[image: ]。即，


[image: ]



[image: ]


并且[image: ]的检验统计量。


[image: ]


由观测样本计算得到[image: ]的值，根据这些值是不是落在拒绝域内，判断是拒绝还是接受[image: ]。计算结果可归纳成下面的方差分析表9.2.5.


表9.2.5　有重复双因素方差分析表

[image: ]

2．有重复双因素方差分析的Excel处理

我们以下面的例子来说明Excel的处理方法。

例9.2.2　例9.2.1（续）研究树种与地理位置对松树生长的影响，对4个地区的3种松树的直径进行测量得到数据如表9.2.6，[image: ]表示3个不同树种，[image: ]表示4个不同地区，对每一种水平组合，选择了5颗同龄树进行了测量，据此来说明树种与地理位置对松树生长影响是不是显著？


表9.2.6　三种同龄松树的直径测量数据

[image: ]

（1）在Excel工作表中输入上面的数据（完全按表9.2.6输入数据，包括[image: ]行和列）⇒点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”的框⇒点击菜单中“方差分析：可重复双因素方差分析”⇒点击“确定”，出现“方差分析：可重复双因素方差分析”框。

（2）在“输入区域”中标定你已经输入的数据的位置，包括[image: ]行和列⇒在“每一样本的行数”后面的空格中输入样本重复数，本例为“5”⇒选定方差分析中F检验的显著水平⇒选定输出结果的位置⇒点击“确定”。

（3）在你指定的区域中出现如下方差分析表：


[image: ]

这里“样本”指的是因素A，“列”指的是因素B，“交互”指的是A与B的交互作用，“内部”则指的是误差。

根据Excel给出的结果，对于因素A，[image: ]，所以因素A差异显著，即树种对松树的生长有影响。对于因素[image: ]，所以因素B差异不显著，即地理位置的影响差异不明显。对于交互效应，[image: ]（6，48），所以交互效应不显著，郎树种与地区位置两个因素的交互效应对树的生长没有显著影响。


§9.3　相关系数

（一）相关系数与皮尔逊检验

在第四章中，我们定义了“相关系数”作为两个随机变量之间线性相关程度的描述，
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现收集到（X，Y）的n组独立样本[image: ]，如何去估计ρ的大小？最常用的是皮尔逊相关系数估计，即用如下定义的r作为相关系数ρ的估计，
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r的大小描述了X与Y之间的线性相关程度。r＜0为正相关，r＜0为负相关，如果|r|越大，那么X与Y之间的线性相关程度就越高。如果|r|的值很小，说明X与Y之间相关程度很低。但由于所得到数据具有随机性，由样本观察值计算得到的r几乎不可能为0。因此，要判断ρ是不是为0，要采用假设检验。一般采用皮尔逊相关系数检验，即检验假设[image: ]的检验统计量为
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在假设H0为真时，统计量服从自由度为n－2的t分布。检验的拒绝域为[image: ]。t统计量（（9.3.4）也称为皮尔逊统计量。

（二）相关系数计算的Excel实现

下面我们用一个例子来说明相关系数计算在Excel中的实现。

例9.3.1　在美国我们可以听到许多关于离婚数目不断上升的报导，分析这种现象的一种方法是比较离婚的人数和结婚的人数，因为人们必须先结婚然后才能离婚。下面是从1890年每隔5年直到1980年的结婚和离婚的数据，现分析两者之间的相关性。



	年份
	结婚
	离婚


	1890
	570
	33


	1895
	620
	40


	1900
	709
	56


	1905
	842
	68


	1910
	948
	83


	1915
	1008
	104


	1920
	1274
	170


	1925
	1188
	175


	1930
	1127
	196


	1935
	1327
	218


	1940
	1596
	264


	1945
	1613
	485


	1950
	1667
	385


	1955
	1531
	377


	1960
	1523
	393


	1965
	1800
	479


	1970
	2159
	708


	1975
	2153
	1036


	1980
	2413
	1182



注：资料来自于《统计学—基本概念和方法》。



（1）在Excel工作表中输入上面的数据⇒点击主菜单中“工具”⇒今点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”的框⇒点击菜单中“相关系数”⇒点击“确定”，出现“相关系数”框。

（2）在“输入区域”中标定你已经输入数据的位置⇒确定数据输入是行或列⇒选定输出结果的位置⇒点击“确定”。

（3）在指定位置输出相应的相关系数的表。例9.3.1，结婚和离婚的相关系数为0.9251。在Excel里没有关于相关系数的皮尔逊检验，但很多的软件包中都有，如SAS，Splus，R等。因此，如果要检验两个变量的相关性，可采用这些软件进行，也可以根据公式（（9.3.4）直接进行计算。例9.3.1，已经计算得到r＝0.9251，n＝19，得皮尔逊统计量


[image: ]


由于t＝10.0449＞t0.025（17）＝2.1098，因此拒绝原假设，即认为结婚和离婚是相关的。


§9.4　一元线性回归

当自变量给定一个值时，就有一个确定的应变量的值与之相对应。这时，自变量与应变量之间的关系为确定性关系，如：在自由落体中，物体下落的高度h与下落时间t之间有函数关系：[image: ]，其中g为重力加速度。变量之间的另一种关系为相关关系。即变量之间关系不完全确定，但表现为具有随机性的“趋势”。对自变量X的同一值，因变量Y可以取不同的值，而且取值是随机的，但对应X在一定范围变化时，因变量Y随X的变化而呈现有一定趋势。如儿童的年龄X与儿童的身高Y，从平均意义上来说，随着儿童年龄的增加，儿童的身高Y也增加。但对于个体而言，存在着年龄小的儿童的身高高于年龄较大的儿童的可能性因此，儿童的年龄X与儿童的身高Y不存在确定的函数关系，但确实存在着相关关系。用前一节相关系数的概念来说，具有相关关系的变量是指相关系数满足[image: ]的变量。

回归分析是研究具有“相关关系”的自变量与应变量之间的统计规律性。为了研究方便，本节假设自变量为确定性变量，记为X，是一个可观测到的，可控的变量。

（一）数学模型

回归分析由许多步骤组成，如：模型确定、数据收集、模型修正等等，我们这里主要研究回归模型参数估计，模型检验等等。现在先看一个例子：

例9.4.1　某户人家打算安装太阳能热水器。为了了解加热温度与燃气消耗的关系，记录了16个月燃气的消耗量，数据见下表。



	月份
	平均加热温度（℉）
	燃气用量（100cu ft）


	Nov.
	24
	6.3


	Dec.
	51
	10.9


	Jan.
	43
	8.9


	Feb.
	33
	7.5


	Mar.
	26
	5.3


	Apr.
	13
	4


	May.
	4
	1.7


	Jun.
	0
	1.2


	Jul.
	0
	1.2


	Aug.
	1
	1.2


	Sep.
	6
	2.1


	Oct.
	12
	3.1


	Nov.
	30
	6.4


	Dec.
	32
	7.2


	Jan.
	52
	11


	Feb.
	30
	6.9



在回归分析时，我们称“燃气消耗量”为响应变量，记为Y，“加热温度”为解释变量，记为X，由数据计算相关系数得r＝0.995，表明加热温度与燃气消耗量之间有非常好的线性相关性。如果以加热温度作为横轴，以消耗燃气量作为纵轴，得到散点图（见图9.4.1）的形状大致呈线形。


[image: ]
图9.4.1


从散点图（图9.4.1）看到，我们若从这些点的“中间”画一条直线，这些点均匀地分布在直线两侧，但不完全落在直线上。于是，我们这样考虑，加热温度X的变化是引起燃气消耗量Y变化的主要因素，还有其他一些因素对燃气消耗量Y也起着影响，但这些因素是次要的。从数学角度来考虑，由于加热温度X的变化而引起燃气消耗量Y变化的主要部分记为α＋βX，其中α，β是未知参数；另一部分是由其他随机因素引起的记为ε，即，


[image: ]


其中，变量X是确定性变量，是可观测到的，而ε是不可观测的随机误差。如果已经收集到（X，Y）的n组独立的样本（xi，yi），i＝1，2，…，n，可得到如下的一元线性数学模型：


[image: ]


其中α，β和σ为未知参数。

称E[image: ]为Y关于X的回归函数，它在平均意义下表明了Y随X变化的一种统计规律性。

通常我们假定随机误差εi是相互独立的，且服从正态分布N（0，σ2）。显然，在这样的假定下yi也是相互独立，服从正态分布N（α＋βxi、σ2）。从而由所得样本可给出未知参数α和β的点估计，分别记为[image: ]为y关于x的一元线性回归方程。

注　随机误差部分可由多种原因引起，有时并不一定服从正态分布，因此，对随机误差也可采用更一般的假定[image: ]，并且εi相互独立。这样假定称高斯－马尔可夫假定（简称GM假定）。

（二）参数估计及参数的性质

有很多的方法可以对模型参数进行估计，这里只介绍最小二乘法。采用极大似然估计也可以给出模型的参数估计，请读者自行完成。

最小二乘法的主要想法是找一条回归直线，使每个样本点（xi，yi）到直线上相应xi所对应的y值α＋βxi的距离的平方和达到极小，基于这种想法，记
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我们把使Q（α，β）达到极小的α和β的值[image: ]称为最小二乘估计。利用微积分中求极值的方法，对Q（α，β）求偏导，并令其为零，得如下方程


[image: ]


其中sxx和sxy如（9.3.1）和（9.3.3）所定义。

如果把[image: ]代入回归方程，可得


[image: ]


因此，只要在平面上确定[image: ]这两个点，就可以画出由最小立乘法得出的回归直线。

在模型（9.4.2）的假设下，由最小二乘法得出的参数点估计α，β具有如下的一些性质（证明参见附录9.7）。

定理9.4.1　在模型（9.4.2）的假设下，


[image: ]


由上面的性质可以知道，[image: ]分别是β和α的无偏估计。模型的另一个未知参数是标准差σ，它描述了响应变量y偏离真实回归直线的程度。

为了给出标准差σ的估计，我们先来定义残差。记[image: ]，ei称为残差。显然，残差可以看成是不可观测的误差εi的估计。残差是诊断回归模型拟合是不是好的一种直观的工具，我们将在回归诊断一节中作详细介绍。通常我们用s2作为σ2的估计，、s2定义为：


[image: ]


可以证明s2为σ2的无偏估计（证明参见定理9.4.2）。

（三）回归方程的显著性检验

从参数估计公式（（9.4.4）可以知道，只要有数据，无论响应变量与解释变量之间有没有线性关系，我们都能得出回归方程，但有可能这种回归方程是没有意义的。因此，我们必须对回归方程进行检验。从统计意义上讲，回归参数β是E（Y）随变量X变化的变化率，如果β＝0，那么说明E（Y）不随变量X变化，此时回归方程就没有意义。因此要对回归方程进行显著性检验，即要对假设
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进行检验。对于假设H0，仍可采用平方和分解方法导出检验统计量，记


[image: ]


其中SST称为总的平方和，SSE称为残差平方和，SSR称为回归平方和。

容易验证：[image: ]。

由于[image: ]，并由方程（9.4.3），我们有


[image: ]


因此可得　ST＝SSE＋SSR。

定理9.4.2　在模型（9.4.2）的假设下，

（1）


[image: ]


即s2是σ2的无偏估计。

（2）当H0为真时，[image: ]。

并且，[image: ]独立。

定理的证明见附录9.7。事实上，在模型（9.4.2）的假设下，[image: ]。

由定理9.4.2（2）知，对于假设（9.4.5）常用的检验方法有两种：

（1）t检验法：统计量


[image: ]


当H0为真时，t～t（n－2），对于给定的显著水平α，检验的拒绝域为[image: ]。

（2）F检验法：统计量


[image: ]


当H0为真时，F～F（1，n－2）。

对于给定的显著水平α，检验的拒绝域为[image: ]。

采用F检验时，类似于方差分析的方法，给出如下的方差分析表见表9.4.1。


表9.4.1　方差分析表

[image: ]

（四）回归系数的区间估计

如果经检验回归方程是显著的，可以给出参数β的区间估计。结合定理9.4.2和定理9.4.1知，
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对于给定的置信水平1－α，则有


[image: ]


于是给出参数β的区间估计为[image: ]。

类似，我们可以采用F分布给出参数β的区间估计（请读者自己给出结果）。

（五）回归系数的计算及显著性检验的Excel实现

下面我们用一个例子来说明回归系数计算及显著性检验在Excel中的实现。

例9.4.2　例9.4.1（续）前面我们已经分析了加热温度与燃气消耗量之间的关系，认为两者具有较好的线性关系，下面我们进一步建立燃气消耗量（响应变量）与加热温度（解释变量）之间的回归方程。采用Excel中的“数据分析”模块。

（1）在Excel工作表中输入上面的数据⇒点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”的框⇒点击菜单中“回归”⇒点击“确定”，出现“回归”框。

（2）在“Y值输入区域”中标定你已经输入的响应变量数据的位置，在“X值输入区域”中标定你已经输入的解释变量数据的位置（注意：数据按“列”输入）⇒“置信度”中输入你已经确定置信度的值⇒选定输出结果的位置⇒点击“确定”。

（3）在指定位置输出相应的方差分析表和回归系数输出结果，例9.4.1的输出结果如表9.4.2所示。


表9.4.2　方差分析表

[image: ]

对Excel输出结果解释如下：

（1）方差分析中，给出了假设H0：β＝0的F检验。方差分析表中各项也与前一节方差分析表中的意义类似。值得注意的是，方差分析表中“MS”列对应于“误差”行的值即为模型参数σ2的估计，即、s2＝0.115。

（2）这里“Coef.”列中，对应于“Intercept”行给出参数α的估计，即[image: ]，对应于X行的值为β的估计，即[image: ]。“t Stat”列中，对应于“X”行的值为假设H0：β＝0的t统计量的值，即[image: ]，查表可得，t0.025（14）＝2.1448，因此，拒绝假设H0，认为“加热温度”对“燃料消耗量”有显著影响。

（3）“Lower 95％”和“Upper 95％”列中，对应于“Intercept”行的值0.791和1.387分别是由t分布所构造的参数α区间估计的下限和上限，对应于“X”行的值0.178和0.200分别是由t分布所构造的参数β区间估计的下限和上限。

（六）预测

一般求回归方程的目的是找出响应变量与解释变量之间的关系，如果得出的回归方程经检验有意义后，最常见的应用就是在已知解释变量的情形下，希望通过已得出的回归方程，预测响应变量相应的值。这种预测一般有两种意义：

（1）当给定X＝x0时，求相应响应变量平均值即E（y0）的点估计和区间估计，在例9.4.2中的意义是：求某个加热温度下，燃气消耗量的平均值，如加热温度为10℃时这种月份燃气消耗量的平均值；

（2）当给定X＝x0时，求y0的预侧值和预测区间，在例9.4.2中的意义是：求指定某个月的燃气消耗量，如假设某个月的加热温度为10℃，预测这个月的燃气消耗量。

当给定X＝x0时，作为E（y0）和y0的点估计是一样的，均为[image: ]，但两者的区间估计是有较大的差别的。为了给出E（y0）的置信区间和y0的预测区间，我们先给出[image: ]的分布（证明见附录9.7）。

定理9.4.3　在模型（9.4.2）的假设下，


[image: ]


由定理9.4.3，我们可以给出E（y0）区间估计和y0的预测区间。

（1）E（y0）的区间估计

由定理9.4.3及s2的性质知，
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由此知E（y0）的置信区间为


[image: ]


（2）y0的预测区间

显然，y0与[image: ]独立，由定理9.4.3及s2的性质知，


[image: ]


由此知y0的预测区间为


[image: ]


例9.4.3　例9.4.1（续）由前面的Excel的输出结果，我们可以分别计算出E（y0）的区间估计和y0的预测区间。设x0＝5，则


[image: ]


计算得出：E（y0）的区间估计为（1.946，2.122）；y0的预测区间为（1.772，2.296）。

当[image: ]很小，即要预测的x0值比较靠近xi的中心位置，并且n充分大时，则[image: ][image: ]。由于n很大，[image: ]，如果α＝0.05，则[image: ]。此时，可得近似预测区间为[image: ]。


§9.5　多元回归分析

在许多实际问题中，响应变量Y并不仅仅随着一个解释变量的变化而变化，有时候往往会同时有两个或两个以上的变量对Y有影响，所以，要研究响应变量Y与多个解释变量X1，X2，…，Xp的相关关系，这便是多元线性回归问题。

（一）数学模型

和一元线性回归类似，认为解释变量X1，X2，…Xp是确定性变量，是可观测到或可控制的。并且还存在观测不到的随机误差对响应变量Y产生的影响，从数学角度来考虑，由于解释变量X1，X2，…，Xp，变化而引起响应变量Y的变化的部分记为[image: ]j＝0，1，…，p是未知参数；另一部分是由其他随机因素引起的，记为ε，即


[image: ]


为了研究响应变量与解释变量之间的关系，我们收集（Y，X1，X2，…，Xp）的n组独立的样本[image: ]可将上述模型写成如下形式：


[image: ]


其中[image: ]，p和σ为未知参数。

称[image: ]的回归函数，它在平均意义下表明了Y随X1，X2，…，Xp变化而变化的一种统计规律性。

和一元线性回归模型一样，通常我们假定随机误差εi是相互独立的，且服从正态分布[image: ]。显然，在这样的假定下yi也是相互独立，服从正态分布。由样本求出未知参数βj，j＝0，1，…，p的点估计，分别记为[image: ]，称
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为p元线性回归方程。

为了方便起见，多元回归分析常采用矩阵形式来表示，并通过矩阵的性质来研究参数及其性质。记：


[image: ]


则模型（9.5.2）可以改写为


[image: ]


其中Y为观测值向量，β为未知参数向量，ε为随机误差向量，X为结构矩阵，In为单位矩阵，显然，由假设知，


[image: ]


（二）参数估计及参数的性质

仍采用最小二乘法对模型参数进行估计。记，


[image: ]


使[image: ]达到极小的[image: ]为模型参数的最小二乘估计。根据微积分原理，[image: ][image: ]为满足下面方程的解，


[image: ]


整理后，得如下的正规方程组，


[image: ]


由矩阵表示正规方程组（9.5.5）得，


[image: ]


当[image: ]存在时，β的最小二乘估计为


[image: ]


记：[image: ]，称为拟合值向量，其中，[image: ]是幂等对称矩阵。记[image: ]为残差向量，


[image: ]


为残差平方和。

定理9.5.1　在模型（9.5.3）的假设下，


[image: ]


证明见附录9.7。这个定理也给出了参数σ2的无偏估计s2，即


[image: ]


（三）回归方程的显著性检验

由观侧值计算而得次的回归方程是不是有意义？郎响应变量是不是随解释变量的变化而变化，对于这个问题我们可以通过假设检验来回答，
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如果拒绝假设H0，说明至少有一个β≠0，或者说，至少有一个xj与y存在着线性相关关系。对于上述问题的检验统计量，仍采用平方和分解的方法给出；记，


[image: ]



[image: ]


由最小二乘估计的正规方程组（9.5.5）知：SST＝SSR＋SSE。

定理9.5.2　在模型（9.5.3）的假设下，当假设H0为真时，


[image: ]


证明见附录9.7。

对于给定的显著水平α，假设检验H0的拒绝域为：[image: ]。检验可归纳为表9.5.1所示的方差分析表。


表9.5.1　方差分析表

[image: ]

（四）回归系数的显著性检验

经显著性检验得出回归方程有意义后，我们只能说明其中至少有一个解释变量xj与响应变量y有线性关系，但究竟是哪些解释变量xj与响应变量y有线性关系？本节通过对回归系数的显著性检验来说明即要检验


[image: ]


根据定理9.5.1，记cij为矩阵[image: ]的第i行，第j列的元素，i，j＝0，1，…p。则[image: ]。

对于上面的假设，检验统计量为


[image: ]


其中：[image: ]。

当H0j为真时，统计量（9.5.9）服从t分布，[image: ]。对于给定的显著水平α，假设检验的拒绝域为


[image: ]


（五｝多元线性回归的Excel实现

例9.5.1　硝基蒽醌中某物质的含量y与三个变量有关，X1为亚硫酸的量（克），X2为大苏打的量（克），X3为反应时间（小时），为提高某物质的含量y，需建立Y关于X1，X2，X3的三元线性回归方程，为此进行了八个条件下各两次试验。记录资料如表9.5.2所示。


表9.5.2　硝基蒽醌试验数据

[image: ]

注：资料来自《回归分析》（周纪芗编著）。



（1）在Excel工作表中输人上面的数据今点击主菜单中“工具”⇒点击下拉式菜单中“数据分析”就会出现一个“数据分析”的框⇒点击菜单中“回归”⇒点击“确定”，出现“回归”框。

（2）在“Y值输入区域”中标定已经输入的响应变量数据的位置，在“X值输入区域”中标定已经输入的解释变量数据的位置（注意：数据按“列”输入，第一行为X1，X2，X3，Y，标定数据时，连带第一行一起标定）⇒“置信度”中输入置信度的值⇒在“标志”框内打勾⇒选定输出结果的位置今点击“确定”。

（3）在指定位置输出相应的方差分析表和回归系数输出结果，例9.5.1的输出结果如表9.5.3所示。


表9.5.3　方差分析表

[image: ]

Excel输出结果的意义解释如下，

（1）方差分析表中，给出了假设[image: ]的F检验。方差分析表中“MS”列中，相应于“误差”的值即为模型参数σ2的估计，即s2＝3.563。

（2）这里“Coef.”列中，对应于X1行出现的值为β1的估计，即[image: ]；对应于X2行出现的值为β2的估计，即[image: ]；对应于X3行出现的值为β3的估计，即户[image: ]。

（3）“t Stat”列中，对应于X1行出现的值为假设检验H01：β1＝0的t统计量的值，即t1＝4.981，查表可得，t0.025（12）＝2.1788，因此，拒绝假设H01；对应于X2行出现的值为假设检验H02：β2＝0的t统计量的值，即[image: ]，因此，接受假设H02；对应于X3行出现的值为假设检验H03：β3＝0的t统计量的值，即[image: ]，因此，拒绝假设H03。

（4）“Lower 95％”和“Upper 95％”列中，对应于“Intercept”行所输出的68.143和79.312分别是由t分布所构造的参数β0区间估计的下限和上限；对应于X1行所输出的0.661和1.689分别是由t分布所构造的参数β1区间估计的下限和上限；对应于X2行所输出的－0.595和1.461分别是由t分布所构造的参数β2区间估计的下限和上限；对应于X3行所输出的0.447和2.504分别是由t分布所构造的参数β3区间估计的下限和上限。

从对回归方程的显著性检验可以看出，回归方程是显著的。从回归系数的显著性检验来看，接受假设H02：β2＝0，即认为X2对Y没有影响。因此，要删除X2，重新建立回归方程，结果如表9.5.4所示。


表9.5.4　方差分析表

[image: ]

请读者自己写出回归方程，以及对回归模型的显著性检验的结论。


§9.6　回归诊断

在前面几节讨论一元线性和多元线性回归问题中，我们作了如下一些假定：

（1）响应变量的均值E（Y）是X1，X2，…，Xp的线性函数；

（2）随机误差[image: ]相互独立，并且满足[image: ]；

（3）随机误差[image: ]服从正态分布。

在实际中这些假定是否合理？如果实际数据与这些假设偏离比较大，那么前面讨论参数的区间估计和假设检验就不再成立。因此，如果经过分析，已经确认上面的假设不再成立，那么就要修改模型使其满足这些基本的假设。残差图是对回归模型诊断的直观的工具。它是以残差为纵坐标，以其他的量为横坐标的散点图，有三种形式；

（1）以拟合值yi为横坐标；

（2）以解释变量xi为横坐标；

（3）以观测时间或序号为横坐标；

一般来说，如果模型的假设是合适的，那么所得的任何一种残差图中点的分布是无任何规律的。如果残差图出现某种规律，那么就要怀疑我们所拟合的模型是否合适。

（一）模型线性假设的诊断

我们不能观测到真实的回归直线，而且在实际中变量之间也几乎不可能有完全的直线关系。但从变量之间的散点图，我们可以大致看出变量之间是否呈线性关系。以拟合值y、为横坐标的残差图，能较好地考察变量之间线性关系的假设是否合适。下面用一个例子来说明。

例9.6.1　为了研究变量Y与X之间的相关关系，现收集了8组数据，见下表。


[image: ]

由上面的x和y的数据，可以计算得出一元线性回归方程，


[image: ]


回归方程的显著性检验F＝42.0388＞F0.05（1，6）＝5.9873，因此，回归方程是显著的。但这个回归方程是不是合适的回归方程呢？由以上数据作如下的散点图和残差图（见图9.6.1）。



	[image: ]
	[image: ]


	图9.6.1




（1）从散点图（见图9.6.1左）可以看出，x与y之间的关系用线性关系去描述不太合适，最好把y看成是x的二次函数；

（2）从残差图（见图9.6.1右）发现，点的散布有规律，即x小的和x大的样本所对应的残差为负的，而x介于中间所对应样本的残差是正的。

从上述分析，我们有理由怀疑回归函数线性这一假定是不成立的。

修改模型，建立y关于x和x2的回归方程（可以看成是二元线性回归），基本的模型为


[image: ]


由样本观测值计算可得如下的回归方程（可采用Excel中的数据分析计算），[image: ][image: ]，回归方程显著性检验的[image: ]（2，5）＝5.7861，所以回归方程显著。并且作为解释变量x和x2的t值分别为14.9070和－11.0574，查表得t0.025（5）＝2.5706，因此回归系数均为显著。计算出残差，画残差图，如图9.6.2所示。


[image: ]
图9.6.2


残差图中的点已经基本没有规律，因此，我们认为上面的回归方程是合适的。对于回归模型线性假设是否为真的分析，总结如下：

（1）从散点图判断x与y之间的关系用线性关系去描述是否合适，如果是多元线性回归模型，那么可以逐个作出xi与y的散点图。

（2）求出线性回归方程，然后求出残差，并画出以拟合值[image: ]（或xi）为横坐标的残差图，如果发现点的散布无规律，则说明线性假设是合适的；但如果残差图中的点有规律，如本例中出现“x小的及x大的残差为负的，而x介于中间的点的残差是正的”的情形，说明线性假设是不合适的。

（3）如果发现线性假设是不合适的，就需要修改模型。

注　关于线性假设检验和模型的修改的进一步知识，有兴趣的读者可参见有关的《回归分析》教材。

（二）随机误差方差齐性的诊断

在回归模型中，一个重要的假设是随机误差的方差相等（即随机误差方差齐性），但在实际中究竟误差方差是不是相等是没有办法直接观测到的问题。如果这个假设不成立的话，那么前面对模型的一些统计推断都将失效。对于随机误差方差相等的推断也可采用残差图去判断。下面的例子说明了如何使用残差图判断随机误差的方差是否相等。

例9.6.2　为了研究用电高峰每小时的用电量y与每月总用量x之间的关系，现收集了53户用户的资料，见下表所示。试建立用电高峰每小时的用电量y关于总用电量x的一元线性回归方程。


[image: ]


采用一元线性回归模型的参数估计的计算公式，或用Excel中的“数据分析”模块进行计算，可得出回归方程[image: ]，计算各点的残差，画出残差图（见图9.6.3）。


[image: ]
图9.6.3


从残差图（见图9.6.3）可以看出，残差随着x的增加，很快向两边扩展，即残差图有明显的喇叭型，这是典型的误差方差不相等的残差图。在某些情形下，我们对y作一些变换就可以消除误差方差不相等的情形，常用的变换有：[image: ][image: ]等等。上例中，如果我们令z＝[image: ]，然后建立z关于x的回归方程：[image: ]，计算各点的残差，并画出残差图（见图9.6.4）。


[image: ]
图9.6.4


可以发现残差图已经有了明显的改善，基本没有明显的规律，因此这个变换是合适的。最后得到的回归方程为


[image: ]


关于回归模型误差方差是否相等的诊断总结如下：

（1）求出线性回归方程，然后求出残差，并画出以拟合值[image: ]或xi为横坐标的残差图，如果残差图有明显的喇叭型，即随着[image: ]或xi的增加，残差很快向两边扩展，或倒喇叭型，那么说明误差方差相等的假设是不合适的。

（2）如果发现等方差假设是不合适的，就需要修改模型。本书没有给出修改误差方差不相等这类模型的方法，但可以尝试响应变量的数据变换，如：[image: ][image: ]等等，也可参见相关的回归分析教材。上例中，采用[image: ]变换后，得出了较合适的模型。

（3）用变换后的数据，求出线性回归方程，计算残差，并画出以拟合值[image: ]或xi为横坐标的残差图，如果这时残差图已经没有任何规律，那么说明这种变换是合适的。

（三）随机误差独立性的诊断

在不少有关时间序列的问题中，观测值往往呈现相关的趋势。如河流的水位总有一个变化过程，当一场暴雨使河流水位上涨后往往需要几天才能使水位降低，因此当我们逐日测定河流最高水位时，相邻几天的观测值就不一定是独立的样本。判断模型独立性时，常用的残差图是以“时间”或“序号”为横坐标的残差图。相关性有两类，一类是正相关，随机误差之间具有正相关的话，那么残差图中残差“符号”会出现“集团性”的趋势，即连续有一段时间内残差均为“正号”，然后又一段时间内残差均为“负号”，如图9.6.5左所示，另一类是负相关，此时，残差的符号改变非常频繁，大致有正负相间的趋势，如图9.6.5右所示。



	[image: ]
	[image: ]


	图9.6.5




当发现模型误差相关时，改进模型的方法通常是差分法。

例9.6.3　为了研究某地居民对农产品的消费量y与居民收入x之间的关系，现收集了16组数据，见下表。


[image: ]


根据上面的数据，建立消费量y与居民收入x之间的一元线性回归方程：[image: ]＝27.912＋0.3524x，计算各点的残差，并画出如下的残差图（见图9.6.6）。


[image: ]
图9.6.6


从图中可以看出，残差的符号具有明显的“集团性”的趋势。因此可以认为误差之间具有正相关。为了修改模型，计算残差[image: ]的相关系数，得r＝0.6289，令


[image: ]


得到新的数据[image: ]，重新计算[image: ]之间的回归方程：[image: ][image: ]，计算各点的残差，并画出如下的残差图（见图9.6.7）。


[image: ]
图9.6.7


可以发现残差图有改善，国此最后得到如下的回归方程，


[image: ]


关于回归模型随机误差独立性的诊断，总结如下：

（1）求出线性回归方程，然后求出残差，并画出以“时间”或“序号”为横坐标的残差图，如果残差图中残差“符号”，会出现“集团性”的趋势，或残差的符号改变非常频繁，大致有正负相间的趋势，那么说明误差独立性的假设是不合适的。

（2）如果发现独立性假设不合适，就需要修改模型。常用的方法是差分法。

（3）计算残差[image: ]的相关系数r，作差分，令


[image: ]


重新计算[image: ]之间的回归方程，并再次画出残差图，判断误差是不是相关，如果不相关乒我们就得到回归方程为


[image: ]


如果判断误差仍具有相关性，对新的数据继续作如上的差分方法。

（四）随机误差的正态性的诊断

我们可以采用Χ2拟合检验对残差进行正态性检验，也可以用残差画直方图直观地判断差是不是具有正态性汤如果模型的误差不满足正态性时，一般可以作Box-Cox变换，这部分内容这里不详细介绍，有兴趣的读者可以参考有关回归分析的教材。



————————————————————

本节的数据资料来源于《回归分析》（周纪芗编著）。


§9.7　附录

为了证明下面的定理，先给出如下的引理。

引理9.7.1　（柯赫伦定理）设[image: ]为n个相互独立的N（0，1）随机变量，令Q＝[image: ]，k是秩为fi的X1，X2，…，Xn的非负二次型，则各个Qi相互独立，且服从自由度为fi的Χ2分布的充要条件是[image: ]。

（一）定理9.1.1的证明

（1）由SE的定义（9.1.7），


[image: ]


对于固定的[image: ]，由第六章定理6.3.2，


[image: ]


再由Χ2分布的可加性，有


[image: ]


这里[image: ]，所以


[image: ]


由Χ2的性质可知，[image: ]。

（2）由SA的定义（9.1.6）以及[image: ]，有


[image: ]


当假设H0为真时，[image: ]，因此，Xij可以看成是来自同一个总体的独立同分布的随机变量，由第六章定理6.3.2，


[image: ]


由于ST＝SA＋SE，再由柯赫伦定理知[image: ]，并且SA与SE相互独立。

（3）由（1）和（2）及F分布的定义即可得。

（二）定理9.4.1的证明


[image: ]


由于[image: ]，并且相互独立，因此，[image: ]是正态分布的线性组合，仍是正态分布，并且，


[image: ]


由此可知，[image: ]也是正态变量，并且，


[image: ]


定理得证。

（三）定理9.4.2的证明


[image: ]


由假设εi独立同分布，并且服从[image: ]，


[image: ]


所以


[image: ]


（2）当H0为真时，即β＝0，yi独立同分布，服从[image: ]，则有


[image: ]


并且[image: ]，所以，


[image: ]


由引理9.7.1（柯赫伦定理）可知，[image: ]，并且，SSE与SSR独立，即[image: ]与s2独立。


[image: ]


（四）定理9.4.3的证明


[image: ]


由此可知[image: ]服从正态分布。由[image: ]均是α和β的无偏估计可知，


[image: ]


并且D（yi）＝σ2，


[image: ]


（五）定理9.5.1的证明

（1）由Y的正态性可知，[image: ]为正态分布，并且


[image: ]


即可推出e和[image: ]独立，并由此可得SSE与[image: ]独立。

（3）H是对称、幂等矩阵，所以是非负定的。如果结构矩阵X的秩为p＋1，由线性代数知识可知，存在正交矩阵C，使得


[image: ]


[image: ]。由H是幂等矩阵知：


[image: ]


所以，[image: ]，由此可得，[image: ]，则有


[image: ]


由[image: ]。


[image: ]


由zi为N（0，σ2）分布，可知（3）成立。

（六）定理9.5.2的证明

当H0为真时，即[image: ]，并且相互独立，有


[image: ]


所以，结合定理9.5.1，我们有


[image: ]



思考题九

1．什么样的数据适合使用方差分析方法？方差分析有哪些基本假设？

2．写出单因素方差分析模型和方差分析的一般步骤。

3．在作均值的多重比较时，可不可以采用第八章的两样本的t检验？为什么？

4．现已经收集到各省一年内男，女交通事故发生率的资料，目的是研究各省份和不同性别交通事故发生率是否有差异

（1）请问哪些是自变量，哪些是应变量？

（2）分析变量的类型。

（3）应采用什么数据分析方法？

5．写出一元线性回归的数学模。

6．对于任意的试验数据[image: ]，是不是均可采用一元线性回归模型进行建模？为什么？

7．回归方程的显著性检验有哪几种检验方法？


习题九

1．采用极大似然估计给出一元线性模型（9.4.2）的参数α，β，σ2的估计。比较最小二乘估计与极大似然估计的差异。

2．三个单位的职工年薪（单位：万元）为随机变量X1，X2，X3，假设[image: ]，并且X1，X2，X3相互独立。现从三个单位中分别抽取样本容量为n1＝10，n2＝12，n3＝8的样本，得出各单位的平均年薪分别为[image: ]，已三个单位总的平均年薪为[image: ]。

（1）试在水平α＝0.05下，检验[image: ]不全相等，并给出方差分析表；

（2）求方差σ2的无偏估计值。

3．在某一高校，随机抽取了四个年级共61名学生，对他们的生活费用支出作问卷调查要考察不同年级同学月生活费水平之间是否有显著差异。假设数据符合单因素方差分析模型的条件。经计算得SA＝626.835，ST＝3968.381。

（1）给出方差分析表；

（2）并在水平α＝0.05下，检验不同年级学生的月生活费水平是否有显著差异？


[image: ]

4．某乳制品公司有三个车间生产低脂奶，设第i个车间生产的低脂奶脂肪含量近似为[image: ]。为了考察三个车间生产的低脂奶脂肪含量是否一致，在每个车间生产的产品中各抽取5个样本进行测定，结果如下，

（1）试在α＝0.05水平下，比较三个车间生产的低脂肪奶的脂肪含量是否有显著的差异？

（2）求方差σ2的无偏估计；

（3）求μ2的置信水平为0.95的双侧置信区间；

（4）求μ2－μ3的置信水平为0.95的双侧置信区间。


[image: 200-04]


5．某手机公司对一款新手机设计了四种外观造型（分别用A1，A2，A3，A4表示）。设每款手机在每一卖场的销量近似为正态分布（方差均为σ2），为了考察哪种造型最受欢迎，选了编号为1，2，3的三个相同卖场作试销，销售量（按个数计算）如下表所示，其中“／”表示这款手机没有在这个卖场销售。给出方差分析表，说明在α＝0.05水平下，下面这四种新外观对其销售量有无显著差异？

6.（接习题5）试销后，这四款不同外观手机在三个卖场三个月的销售记录如下表：


[image: ]


在α＝0.05水平下，说明不同外观和不同卖场对其销售量有无显著性差异？并说明外观和卖场有没有交互作用。

7．下表数据是某餐馆中人们消费食品的脂肪含量和卡路里（热量单位）。我们的目的是分析脂肪含量与卡路里的关系。（α＝0.05）


[image: ]


（1）计算变量X与Y的相关系数，并检验相关系数是否为零？

（2）给出Y关于X的一元线性回归方程；

（3）给出σ2的无偏估计；

（4）检验回归方程的显著性以及回归系数的显著性；

（5）求在x＝60时，E（y）的估计值和置信区间；

（6）求当x＝60时，y的预测值和预测区间。

8(1)．以下数据是从一项关子被溶解的硫对液态铜的表面张力的影响的研究中取得的。



	X硫的重量（％）
	Y表面张力的下降（dyens/cm）两次重复试验


	0.034
	301,316


	0.093
	430,422


	0.300
	593,586


	0.400
	630,618


	0.610
	656,642


	0.830
	740.714



（1）画散点图，观铡Y与X是不是线性关系？

（2）假设X已被变换为ln（X），问是采用Y还是ln（Y）将给出更好的结果？

9．为了研究人们对某种品牌食品的喜欢程度丫和该食品的水分含量X1，甜度X2的关系，进行一个完全随机化设计的小规模试验，得到如下数据。


[image: ]


（1）写出以Y为响应变量，以凡X1，X2为自变量的线性回归模型，写出回归方程；

（2）在显著水平α＝0.05下，给出回归方程的显著性模型和检验回归索数的显著性；

（3）求出残差向量，并给共种常见的残差图，根据残差图分析给出你的回归诊断的结论。



————————————————————

(1) 资料来自《应用线性回归》（王静龙等译，原版：Applied Linear Regression，Weisberg，1985．John Wiley & Sons，Inc．）

第十章　随机过程基本概念

在自然界和现实生活中，存在着一些随时间演变的随机现象，比如降雨量的变化，股票价格的波动，保险公司理赔人数的变化，人的一生中身高的变化。等等。随机过程就是研究这些随时间演化的随机现象。例如考虑某大学食堂一天中就餐人数的变化，假设食堂每天早上6:00开门，晚上10:00关门，在任何6≤t≤22，以X（t）表示t时刻食堂就餐人数，则X（t）是一个随机变量。而就餐人数随时间变化而变化，一般在早上7:00－8:00，中午11:00－12:30，晚上5:00－7:00是就餐高峰时期。所以不同的t，随机变量X（t）也可能不同。于是{X（t）;6≤t≤22}就是一个随机过程。它牵涉到无穷多个随机变量。任取一天，观察这一天就餐人数的变化，对所有的6≤t≤22，把t时刻就餐的人数记录下来，就是对随机过程{X（t）;6≤t≤22}进行了一次随机试验。根据观察到的结果可得到t的某个函数x（t），6≤t≤22，这个函数被称为随机过程的一个样本函数（或样本轨道），或说是对随机过程的一次实现。

随机过程是概率论的“动力学”部分（J．Neyman，1960）。这一学科最早源于对物理学的研究，如吉布斯、玻尔兹曼、庞加莱等人对统计力学的研究。1907年，马尔可夫在研究相依随机变量序列时，提出了现今称之为马尔可夫链的概念；1931年，柯尔莫哥洛夫发表了《概率论的解析方法》，奠定了马尔可夫过程的理论基础；1934年，辛钦发表了《平稳过程的相关理论》；从1938年开始，勒维系统深入地研究了布朗运动；1948年，他出版了著作《随机过程与布朗运动》。现代随机过程论的另外两个代表人物是杜布和伊藤清，前者创立了鞅论，后者创立了布朗运动的随机积分理论。

随机过程可以按照它本身的统计特性分成很多类，比如马尔可夫过程、更新过程、高斯过程、平稳过程、鞍等等。随机过程在现实生活中被广泛应用，泊松过程、布朗运动、马尔可夫链等都是重要的随机过程，它们常被用来作为排队论，保险，金融和经济的模型。经典的Black-Scholes模型就是假设股票价格服从几何布朗运动的。在天气预报、统计物理、天体物理、运筹决策、安全科学、人口理论、可靠性及计算机科学等很多领域都要经常用到随机过程的理论来建立数学模型。


§10.1　定义和例子

定义10.1.1　设S是样本空间，P是概率，[image: ]。如果对任何[image: ]是S上的随机变量，则称[image: ]是S上的随机过程（stochastic process），T称为参数集。

用映射来表示：[image: ]

即X（·，·）是定义在T×S上的二元单值函数。固定t，X（t，·）是S上的随机变量；固定e，X（·，e）是T的函数，称为随机过程的样本函数或样本轨道（sample path），或随机过程的一个实现。取遍[image: ]，X（t）的所有可能取值全体称为状态空间（states pace），记为I.

以后X（t，e）也记为Xt（e）。很多情况下，T可以理解为时间参数，如果T至多可列，则称为离散时间，否则为连续时间。常用的T有：[image: ][image: ]，其中（1），（2）属于离散时间，（4），（5）属于连续时间。

状态空间如果至多可列，则称[image: ]为离散状态随机过程，否则称为连续状态随机过程。这样按照时间参数和状态空间，随机过程可分成四类：（1）离散时间离散状态；（2）离散时间连续状态；（3）连续时间离散状态；（4）连续时间连续状态。

例10.1.1　（二项过程）某人在打靶，每次命中率是p，且设各次的结果相互独立。用Sn表示前n次命中的次数，则[image: ]是一个离散时间离散状态的随机过程，它的状态空间[image: ]。

例10.1.2　（Z上的随机游动）甲乙两人在玩一种游戏，每次甲赢一元的概率是p，输一元的概率为1－p，且设各次的输赢结果相互独立。用Sn表示前n次甲赢的钱数，则{Sn；n＝0，1，2，…}是一个离散时间离散状态的随机过程，它的状态空间[image: ]。这样的过程称为Z上的随机游动。

特别地，当[image: ]时，称｛Sn｝为Z上的对称随机游动。

例10.1.3　考虑到某商场消费的情况，第i人消费的钱数记为Xi。设X1，…，Xn，…独立同分布，令Sn表示前n人消费的总钱数，则｛Sn；n＝0，1，2，…｝是一个离散时过程。且[image: ].这样的过程称为R上的随机游动。

例10.1.4　（随机相位正弦波）考虑[image: ]这里α，ω是正常数，[image: ]。

则｛X（t）}是连续时间连续状态的随机过程，状态空间I＝［－α，α］。这里Θ可理解为初始相位，它服从［0，2π］上的均匀分布。一旦初始相位确定，则整个过程就完全确定。所有的样本函数是


[image: ]


这族样本函数的不同就在于初始相位θ的不同。

图10.1.1给出了当[image: ][image: ]时对应的3条样本函数。


[image: ]
图10.1.1


例10.1.5　考虑（0，t］内到某保险公司进行索赔的人数，记为N（t），则｛N（t）；t≥0｝是一个连续时间离散状态的随机过程，状态空间I＝{0，1，2，…｝。假设不会有两人或两人以上同时索赔，设第i人索赔的时刻为ti，则0＜tl＜t2＜…，对应的样本函数如图10.1.2所示。


[image: ]
图10.1.2


例10.1.6　考虑


[image: ]


这里ω是正常数，V～U［0,1］。

则｛X（t）｝是连续时间连续状态的随机过程，状态空间I＝[－1，1]，一旦振幅V确定，则整个过程就完全确定。所有的样本函数是[image: ]。这族样本函数的不同就在于振幅v的不同。图10.1.3给出了当[image: ]，1时对应的2条样本函数。


[image: ]
图10.1.3


随机过程在任一时刻的状态是随机变量，因此可以利用随机变量的描述方法即分布函数和数字特征等方法来描述随机过程的统计特性。


§10.2　有限维分布

对任意的n，任何[image: ]，n维随机变量[image: ]的分布函数


[image: ]
，

称为随机过程[image: ]的n维分布函数。所有n维分布函数组成的集合称为随机过程{X（t）｝的n维分布函数族。集合[image: ]，称为随机过程｛X（t）｝的有限维分布函数族。

让我们回忆一下一族随机变量[image: ]相互独立的概念。如果对任何n≥2，任何不同的[image: ]相互独立，则称这族随机变量[image: ]相互独立。在例10.1.3中，随机过程｛Xn｝中各随机变量是相互独立的。但在很多情况下，随机过程在不同参数点的随机变量是不独立的，它们的联合分布需要根据具体过程的性质加以计算，而不能直接作为独立处理。

例10.2.1　有10把步枪，其中有两把已校正，命中率为p1，其余未校正，命中率为p2，这里p1＞p2。某人任取一把枪开始打靶，以Xn表示第n次命中的次数，即Xn＝[image: ]Sn表示前n次命中的次数。则[image: ]。

（1）求Xn的分布律和Sn的分布律；

（2）对任何m＜n，Xm和Xn独立吗？为什么？

（3）若p1＝1，p2＝0，求出随机过程[image: ]的所有样本函数，并求（X1，…，Xn）的分布律和（S1，…，Sn）的分布律。

解　令A为事件“此人取到的是已校正的枪”。于是由全概率公式：


[image: ]



[image: ]


（2）对任何m＜n，由全概率公式：


[image: ]


所以Xm和Xn不独立。

（3）若p1＝1，p2＝0，则当A发生时，就百发百中；当A不发生时，就永不命中，所以｛Sn｝只有两条样本函数：{1，2，3，…｝和｛0，0，0，…｝。并且


[image: ]


例10.2.2　设[image: ]。求


[image: ]


解　令α＝cost。若α≠0，则X（t）的概率密度为：


[image: ]


即若cost＞0，则[image: ]，则[image: ]。于是


[image: ]


在上例中，各X（t）不是相互独立的。事实上，若。cost1≠0，cost2≠0，则[image: ]是完全线性相关的。

例10.2.3　甲乙两人在玩一种游戏，每次甲赢一元的概率是p，输一元的概率为q＝1－p，这里0＜p＜1。且设各次的输赢结果相互独立，用Sn表示前n次甲赢的钱数。

（1）计算Sn的分布律；

（2）计算P{S1＝1，S3＝1，S6＝2}；

（3）若p＝0.36，游戏一直到甲恰好赢50次为止，则游戏需进行100次以上的概率为多少？

解　令Xi表示第i次甲赢的钱数，则X1，…，Xn，…独立同分布，且P（Xi＝1）＝p，P（Xi＝－1）＝q。于是Sn＝X1＋…＋Xn。

（1）假设在前n次中，甲赢i次，则输n－i次，于是Sn＝i－（n－i）＝2i－n，由于0≤i≤n，所以Sn的取值范围是－n≤Sn≤n且与n有相同的奇偶性。由2i－n＝k解得i＝（n＋k）/2，所以


[image: ]


这里k与n奇偶性相同且－n≤k≤n。


[image: ]


（3）令Vn表示前n次甲赢的次数，则Vn～B（n，p）。以Wn表示甲恰好赢n次的时刻，则题目所求为


[image: ]


又由中心极限定理，V100近似服从N（100p，100pq）。所以所求为


[image: ]



§10.3　均值函数和协方差函数

对于随机过程[image: ]，除了研究它的有限维分布族外，我们也可以研究它的一些数字特征，如均值函数，协方差函数，等等。以下定义都是假设它们存在的条件下给出的。

定义10.3.1　对任何[image: ]，定义


[image: ]


它们都是参数t的函数，分别称为随机过程[image: ]的均值函数，均方值函数几，方差函数和标准差函数。

对任何[image: ]，定义


[image: ]


则Rx和Cx是定义在T×T上的函数，分别称为随机过程[image: ]的（自）相关函数和（自）协方差函数。

显然[image: ]。另外Rx和Cx都是对称函数，即[image: ]。

现在来考虑一些特殊的过程。如果对任何[image: ]存在，则称随机过程[image: ]是二阶矩过程，由Cauchy-Schwarz不等式[image: ]知，二阶矩过程的均值函数，相关函数，协方差函数都是存在的。

例10.3.1　计算随机相位正弦波

[image: ]是正常数的均值函数，方差函数，自相关函数和自协方差函数。

解


[image: ]



[image: ]


例10.3.2　设[image: ]，这里U～U（0,1）。请问{X（t）；t≥0}是否是二阶矩过程？

解　对任何t≥0，


[image: ]


所以{X（t）；t≥0}不是二阶矩过程。

设[image: ]是一随机过程，如果对任意n，任何[image: ]服从正态分布，则称[image: ]是正态过程（或高斯过程）（Gaussian process）。正态过程是二阶矩过程，它的有限维分布完全由它的均值函数和自协方差函数确定。

例10.3.3　设[image: ]是正态过程，[image: ][image: ]的分布。

解　因为[image: ]是正态过程，[image: ][image: ]。

因为[image: ]是正态过程，所以（X（1），X（2））服从正态分布，因此X（1）十X（2）服从正态分布。而[image: ][image: ]。

例10.3.4　设[image: ]，这里随机变量A和B相互独立，且[image: ]。

（1）计算｛X（t）｝的均值函数，自相关函数和自协方差函数。

（2）若[image: ]的分布律。

（3）若A，B～N（0，σ2），证明｛X（t）｝是正态过程，并分别求出[image: ]的分布。

解


[image: ]



[image: ]


（3）若A，～N（0，σ2），因为A和B独立，所以二维随机变量（A，B）服从正态分布，对任意n，任何[image: ]，由于对任何i，[image: ]是（A，B）的线性组合，根据正态分布的线性变换不变性，n维随机变量[image: ]也服从正态分布。所以{X（t）｝是正态过程。

因为[image: ]是正态过程，所以对任何[image: ]。特别地，[image: ]。

而[image: ]。

下面考虑两个随机过程之间的关系。

定义10.3.2


[image: ]


它们是T×T上的函数，分别称为[image: ]的互相关函数和互协方差函数。

如果对任何[image: ]，则称过程｛X（t）｝和｛Y（t）｝不相关。

如果对任何m，n，任何[image: ][image: ]独立，则称过程｛X（t）｝和｛Y（t）｝相互独立。

一般地，过程[image: ]不相关，不能推出它们相互独立。但如果它们相互独立，且都是二阶矩过程，则它们一定不相关。

例10.3.5　设某保险公司的收入由老人寿险收入和儿童平安保险收入组成。设到时刻t为止，老人寿险收入为X（t），儿童平安保险收入为Y（t），保险公司总收入为Z（t）。已知μx（t），μy（t），CX（t，s），CY（t，s），{X（t）；t＞0｝和｛Y（t）；i＞0｝不相关，求{Z（t）；t＞0｝的均值函数和协方差函数。

解　由题可知Z（t）＝X（t）＋Y（t）,所以


[image: ]



思考题十

1．设[image: ]是一随机过程，则对任何t≠s，X（t）和X（s）相系独立，对吗？

2．随机过程的均值函数和自相关函数是否一定是存在的？

3．如果两个过程对应的有限维分布族相同，则对应的均值函数和协方差函数（如果存在的话）相同，对吗？

4．如果两个过程的均值函数和协方差函数相同，则它们对应的有限维分布相同，对吗？

5．如果两个正态过程的均值函数和协方差函数相同，则它们对应的有限维分布相同，对吗？

6．两个过程独立和不相关的是怎样的？

7．如果对任何[image: ]都服从正态分布，则[image: ]一定是正态过程，对吗？


习题十

1．独立重复地掷一颗均匀的骰子，用Yn表示前n次中掷出的最大点数。

（1）计算Yn的分布律，这里n≥1；（2）计算P（Y1＝2，Y3＝2，Y4＝6，Y6＝6)。

2．设X（t）＝At＋B，t≥0,这里A和B独立同分布，[image: ]，

（1）写出并画出｛X（t）｝的所有样本函数；

（2）计算（X（1），X（2））的联合分布律和边际分布律。

3．设[image: ]，这里A和B独立同分布，[image: ]。

（1）写出｛X（t）｝的所有样本函数；

（2）计算P（X（1）＝1），P（X（2）＝1）和P（X（1）＝1，X（2）＝1）。

4．设Z（t）＝AXt＋1－A，t≥0，这里A和X相互独立，[image: ]。

（1）计算[image: ]；

（2）计算μz（t），Rz（s，t）。

5．独立重复地掷一颗均匀的骰子，有Zn表示前n次中掷出6点的次数。

（1）计算P（Z2＝1，Z5＝3，Z7＝5）；

（2）求P（Z18000＞2900）的近似值；

（3）若掷骰子一直到恰好出现20次6点为止，问需掷多于180次的概率大概为多少？

6．设股票价格过程{Sn；n＝0，1，…}满足[image: ]。这里X1，X2，…独立同分布，[image: ]112）。

7．甲乙两人在玩一种游戏，用Vn表示前n次甲赢的总次数，Wn表示甲恰好赢n次的时刻，则对任何k，n≥1，事件[image: ]分别与下列哪个事件相等：


[image: ]


8．设｛X（t）；t≥0}是正态过程，[image: ]分别服从什么分布？

9.设X（t）＝At＋B，t≥0，这里A和B独立同分布，E（A）＝μ，D（A）＝σ2＞0。

（1）计算μx（t），Rx（s，t）和Cx（s，t）；

（2）若A～N（0，1），证明｛X（t）｝是正态过程；并求出X（t），X（t）－X（s），X（t）＋X（s）的分布。

10．一台接收机接受信号，报机在时刻t发出的信号是X（t），但来自附近的其他通信噪声影响了接收机的信号。假设现有n台其他的发报机，第i台发报机的强度为αi，在时刻t发出的信号是Xi（t）。则接收机在时刻t收到的信号为：


[image: ]


假设随机过程[image: ]两两不相关。已知[image: ]计算[image: ]。

11．设随机过程[image: ]不相关，


[image: ]


这里a（t），b（t），c（t）都是通常的函数已知[image: ]。

12．已知随机过程[image: ]的均值函数和自相关函数，求过程[image: ]的均值函数和自相关函数，并求RXY（s，t），这里


[image: ]


13．设随机过[image: ]相互独立，已知它们的均值函数和自目关函数。令[image: ]。

第十一章　马尔可夫链

§11.1　马尔可夫链的定义

本章中牵涉到的条件概率[image: ]都是在P（B）＞0的条件下。

定义11.1.1　设随机过程｛Xn；n＝0，1，…｝的状态空间I有限或可列，如果它具有马尔可夫（Markov）性，即对任何n≥1，任何[image: ]有


[image: ]


则称｛Xn；n＝0，1，…）是马尔可夫（Markov chain）链。

状态空间有限的Markov链称为有限Markov链。

若以n代表现在的时刻，记[image: ]。则A代表过去，B代表现在，C代表将来，（11.1.1）式为[image: ]。因此Markov性的直观含义是当知道到现在为止的所有状态，则将来的分布只与现在有关，而与过去无关，就好像忘记了它过去的轨迹，所以Markov性也称为无记忆性。因为[image: ][image: ]，所以（11.1.1）式等价于


[image: ]


因此Markov性也可以理解为在知道现在状态的条件下，过去与将来相互独立。

另外Markov性也等价于对任何[image: ]有


[image: ]


记[image: ]为m时处于状态i的条件下，经过n步后转移到状态j的转移概率，则[image: ][image: ]为对应的n步转移矩阵，则它所有元素非负，且每一行的元素之和为1。

如果[image: ]不依赖于n，则称｛Xn｝是时间齐次（或时齐）的Markov链，pij称为从i到j的一步转移概率（one-step transition probability）。显然[image: ]。令[image: ]为一步转移矩阵。对于时齐Markov链，也可用状态转移图来表示一步转移概率，用[image: ]来表示状态i，如果pij＞0，则用箭头从i连到j，并在箭头上标上pij，状态转移图可以让我们对过程的演化有一个直观的认识。

例11.1.1　（0-1传输系统）（见图11.1.1）


[image: ]
图11.1.1


如上图只传输0和1的串联传输系统中，设每一级的传真率（输入输出一致的概率）为p，误码率（输入输出不同的概率）为q=1-p。以X0表示第一级的输入，Xn表示第n级的输出（n≥1）。则｛Xn｝是一时间齐次的Markov链，状态空间是I={0，1}，一步转移矩阵为


[image: ]



[image: 211-01]
图11.1.2


对应的状态转移图见图11.1.2.

例11.1.2　（Ehrenfest模型）（见图11.1.3）


[image: ]
图11.1.3


如图11.1.3所示容器A，B共有m（m≥1）个跳蚤，假设每次随机地有一个跳蚤从一个容器跳到另一个容器，令Xn表示n次后容器A内的跳蚤数，则｛Xn}是时齐的Markov链，状态空间是I={0，1，…，m}，


[image: ]


例11.1.3　（一维随机游动）甲乙两人玩游戏，每一局甲赢一元的概率为p，输一元的概率为q=1-p，0＜p＜1。假设一开始甲带了0元钱。令Sn表示n局后甲所拥有的总钱数。则｛Sn｝是时齐的Markov链，状态空间I={…，-2，-1，0，1，2…｝，


[image: ]


状态转移图见图11.1.4。


[image: ]
图11.1.4


例11.1.4　（图上的简单随机游动）设V是一个简单图的顶点集合，对任何[image: ]，如果ij有边相连，则称j是i的邻居。假设每个顶点至少有一个邻居。现在有一个粒子在V上跳动，如果第n步在顶点i的话，则下一步等可能地到达i的邻居。以Xn表示n步后粒子所在的顶点，则{Xn｝是时齐的Markov链，状态空间I=V，若j不是i的邻居，则pij=0，若j是i的邻居，则[image: ]若j是i的邻居，则[image: ]，这里di表示i的邻居数。

图11.1.5上的简单随机游动对应的状态空间I={0，1，2，3}，


[image: ]



[image: ]
图11.1.5



[image: 212-02]
图11.1.6


例11.1.5　如图11.1.6所示，由两块相同设备平行组成的系统。两设备独立工作，每天的可靠性为[image: ]（即在一天里坏掉的概率为1-α），一开始两块设备正常工作，以Xn表示第n天结束时正常工作的块数，则{Xn；n≥0}是时齐Markov链，I={0，1，2}，


[image: ]



[image: 212-03]
图11.1.7


状态转移图如图11.1.7所示。

例11.1.6　某商店为保证商品的连续供应，在时刻tn（n≥0）检查，如货存小于等于a，则补充到b（a＜b），否则不补充。这里a，b都是正整数。用Xn表示在时刻tn检查前的货存，用Yn表示在时间区间［tn-1，tn］内的需求量。则


[image: ]


设X0∊{0，1，…，b}，Y1，Y2…独立同分布，Y1的分布律为P（Y1=i）=pi；i=0，1，2，...。则｛Xn｝是一时齐Markov链，状态空间I={0，1，…，b}，一步转移概率


[image: ]


设｛Xn｝是一时齐Markov链，i是一状态，如果pii=1，则称状态i是一吸收态。Markov链一旦进入吸收态i，则它将永远呆在状态i。当Markov链有好几个吸收态时，我们有时会关心被其中某个吸收态吸收的概率，比如经典的赌徒输光问题（见例11.1.7）和迷宫中的老鼠问题（见习题6）。

例11.1.7　（赌徒输光问题）甲乙两人玩抛硬币游戏，一开始甲带有a元钱，乙带有m-a元钱，a，m-a都是非负整数，m＞0。甲独立重复地扔一枚均匀的硬币，如果第n次硬币出现正面，则第n次甲赢一元，否则甲输一元。游戏一直到某人输光为止。计算最后甲输光的概率。

解　令Sn表示扔n次硬币后甲所拥有的钱数，则｛Sn｝是一个时齐Markov链，状态空间是｛0，1，…，m}，一步转移概率为[image: ]。对应的状态转移图如图11.1.8所示。


[image: ]


图11.1.8

此Markov链有两个吸收态0和m。令T0=inf{n≥0：Sn=0}，即首次访问状态0的时刻。记ha=P（T0＜∞｜S0=a），则所求的输光概率为P（甲输光｜S0=a）=ha，即最终被0吸收的概率。显然，h0=1，hm=0。

对0＜a＜m，游戏至少需进行一次，这一次之后甲的钱数有[image: ]的概率变成a+1，有[image: ]的概率变成a-1。如果一次之后甲的钱数变为j的话，则由于Markov性，最终输光的概率就好像一开始甲带j元钱而最终输光的概率（见图11.1.9）。


[image: ]


图11.1.9

所以由全概率公式和Markov性，得


[image: ]


即[image: ]。由此推出[image: ]。这也说明带的钱越少，输光的概率就越大，这与人们的直观是吻合的。

例11.1.8　设｛Xn｝是时齐的Markov链，状态空何I={1，2，3，4}，一步转移矩阵[image: ]。令[image: ]，即hi表示从i出发在有限时间内能访问状态3的概率。求h1和h2。

解　显然h3=1，h4=0，对i=1，2，


[image: ]



§11.2　有限维分布

从这一节开始我们都只考虑时齐Markov链。

设｛Xn｝是时齐Markov链，本节要研究它的有限维分布。首先介绍它的多步转移概率所满足的基本方程，也就是著名的切普曼—柯尔莫哥洛夫（Chapman-Kolmogorov）方程，简称C-K方程。

引理11.2.1　（C-K方程）对任何n，m，l≥0，i，j∊I，


[image: ]


证明　由全概率公式和Markov性，


[image: ]


C-K方程基于这样的事实：“在时刻n从状态i出发，经过m+l步到达状态j”这个事件可分解成“在时刻n从状态i出发，先经m步到达某个中间状态k（k∊I），再从状态k出发经过l步到达状态j”这些事件的和（见图11.2.1）。


[image: ]
图11.2.1


由C-K方程知，P（n，n+m+l）=P（n，n+m）P（n+m，n+m+l）。由此推出P（n，n+m）=Pm不依赖于n，简记为P（m），称为m步转移矩阵。对应地，pij（n，n+m）不依赖于n，简记为[image: ]。

现在我们来计算｛Xn｝的有限维分布。

命题11.2.1　（1）对任何n≥1，[image: ]。


[image: ]


倒数第二个等式是由Markov性得到的。

这个命题和C-K方程告诉我们，时齐Marko链的有限维分布完全由初始分布和一步转移矩阵决定，若记初始分布为μ（0）对助，第n步的分布为μ（n），把对μ（0）和μ（n）写成行向量，对应的第i个元素分别为P（X0=i）和P（Xn=i），则由（1）知μ（n）=μ（0）Pn。

例11.2.1　设{Xn}是一时齐Markov链，状态空间[image: ][image: ]，一步转移矩阵是


[image: ]



[image: ]


也可不计算P2，P3，根据状态转移图


[image: ]


和C-K方程得


[image: ]



§11.3　常返和暂留

设{Xn｝是一时齐Markov链，i是某一状态。定义


[image: ]


为i的首中时（约定infφ=∞）。如果P（τi＜∞｜X0=i）=1，则称i常返（recurrent），否则称i暂留（transient）。如果i常返，则令μi=E（τi｜X0=i），称为状态i的平均回转时。如果μi＜∞则称i正常返＝（positive recurrent），否则称i零常返（null recurrent）。如果所有状态都是常返（暂留，零常返，正常返）的，则称此Markov链常返（暂留，零常返，正常返）。

令[image: ]，表示从i出发第n步首次击中j的概率。令fij=P（τi＜∞｜X0=i），表示从i出发在有限步能击中j的概率，则[image: ]。所以状态i常返当且仅当fii＝1。若i常返，则[image: ]。

例11.3.1　假设｛Xn｝是时齐Markov链，状态空间为I={0，1，2，3}，一步转移矩阵为


[image: ]


讨论状态0和状态3的常返性。

解　对于状态[image: ]。

当≥4时，[image: ]。所以[image: ][image: ]。这说明0是一个常返态。进一步地，[image: ]，所以0是正常返态。

对于状态3，[image: ]。因此3也是正常返态。

例11.3.2　（爬梯子模型）假设｛Xn｝是时齐Markov链，状态空间为I={0，1，2，…}，[image: ]。讨论状态0的常返性。

解：状态转移图为


[image: ]



[image: ]



[image: ]


所以0是常返态当且仅当[image: ]。

进一步地，如果0是常返态，则


[image: ]


所以0是正常返态当且仅当[image: ]。

例如，如果[image: ]，此时0是暂留态。

如果[image: ]，所以0是零常返态。

如果[image: ]，所以0是正常返态。

下面讨论常返性的一些等价描述。设i是某状态，令Ni=#{n≥0：Xn=i}表示访问i的次数。

定理11.3.1　（1）i常返当且仅当[image: ]。

（2）i暂留当且仅当[image: ]。

证明　首先[image: ]。其次，令[image: ]，表示事件“第l步首次击中i，第m+l步第二次击中i”，则


[image: ]


对任何l，m≥1，由乘法公式，Markov性和时齐性，


[image: ]


同理可证，对任何[image: ]。如果fii=1，则[image: ][image: ]；如果fii＜1，则[image: ]。

另一方面如果fii＜1，则对任何n≥1，


[image: ]


即如果Markov链从i出发，则访问i的次数服从参数为1-fii的几何分布，从而

[image: ]。令


[image: ]


则[image: ]，所以[image: ]表示Markov链从i出发访问状态i的平均次数。所以如果i常返，则[image: ]，如果i暂留，则[image: ][image: ]。

上面定理说明i常返当且仅当从i出发以概率1无穷多次返回状态i，即“经常返回”；而i暂留则意味着以概率1返回i次数有限，即在i处“短暂逗留”后将永不再返回i。

在例11.3.1中，我们已讨论了状态0和状态3的常返性，那么状态1和2的常返性又是如何呢？让我们一起来计算一下[image: ]，可是你会发现这个计算很复杂。那么还有什么好方法来判断呢？有，这就是接下来要讲的利用互达的关系来判断。

设i，j是两状态，称i可达j，记为[image: ]，如果i=j，或存在n≥1，使得[image: ]。如果[image: ]且[image: ]，则称i，j互达（Communicate），记为[image: ]。可证明↔满足以下三条：（1）自反性：[image: ]；（2）对称性：如[image: ]；（3）传递性；如[image: ].

所以互达是一个等价关系。于是状态空间可表示成互不相交的互达等价类的并。如果状态空间中任何两个状态互达，则称此Markov链不可约。

定义状态i的周期（period）d（i）为集合[image: ]中的最大公约数（若该集合为空集，则定义d（i）=0）。显然，如果[image: ]，则n一定是d（i）的整数倍。也就是说从i出发只有在d（i）的整数倍步数后，才有可能以正概率返回i。如果d（i）=1，则称i非周期。如果所有i非周期（aperiodic），则称此Markov链非周期。若状态i正常返且非周期，则称i为遍历状态。不可约非周期正常返的Markov链称为遍历的Markov链（ergodic Markov chain）。

例11.3.3　设｛Xn｝是时齐Markov链，状态空间I={0，1，2，3，4，5}，一步转移矩阵


[image: ]


求出所有互达等价类，各状态的周期和常返性。

解　状态转移图为


[image: ]


共有四个互达等价类：{0}，{1,2}，{3,4}，{5}。

状态0是吸收态。因为p00＝1，所以d（0）=1，且[image: ]，从而μ0=1，所以0也是正常返态。

因为[image: ]，所以[image: ][image: ]。因此1是正常返态。

因为p22＞0，所以[image: ]∞。因此2是正常返态。

因为[image: ]当且仅当n是偶数，所以[image: ]，因此3是正常返态。同理d（4）=2，4是正常返态，且μ4=2。

因为p55＞0，所以[image: ]。因此5是暂留态。

定理11.3.2　如果[image: ]，则：（1）d（i）=d（j）；（2）i常返当且仅当j常返；（3）i正常返当且仅当j正常返。

这个定理告诉我们在同一个互达等价类中，各状态具有相同的周期和常返性。例如在上例中，1，2互达，所以它们具有相同的周期和常返性。同样3，4互达，所以它们具有相同的周期和常返性。因此在判断一个状态的性质时，我们可以从它的等价类中找到一个容易判断的状态来进行判断。特别地，不可约Markov链中各状态性质相同，所以此Markov链或者为暂留，或者为零常返，或者为正常返。现在就可以利用这个定理来讨论例11.3.1中状态1和2的常返性了。

例11.3.4　讨论例11.3.1中和例11.3.2中各状态的周期和常返性。

解　例11.3.1中，各状态互达，因为状态0是正常返的，所以所有的状态都是正常返的；因为p33＞0，所以d（3）=1，所以d（0）=d（1）=d（2）=d（3）=1。这是一个不可约非周期正常返的Markov链。

例11.3.2中，各状态互达，因为p00＞0，所以d（0）=1，所以各状态周期为1。这是一个不可约非周期的Markov链。各状态的常返性与状态0的常返性相同。所以

（1）当[image: ]时，各状态暂留；

（2）当[image: ]，各状态零常返；

（3）当[image: ]时，各状态正常返。


§11.4　平稳分布

定义11.4.1　设｛πj；j∊I｝满足：


[image: ]


则称｛πj｝是{Xn｝的平稳分布。

从定义可知，如果初始分布为平稳分布π，则对任何n≥1，Xn的分布为


[image: ]


而且此时｛Xn；n＝0，1，…｝是严平稳过程（定义见第十三章）。

我们也可以把Markov链看成是水的流动；每个状态看成一个节点，每过一个单位时间，节点i中就有pij比例的水流到节点j，一开始，节点i的水量是P（X0=i），即初始水量分布与Markov链初始分布相同。则经过一个单位时何之后节点k的水量为[image: ]，即经过一个单位时间后水量的分布与Markov链的一步分布相向。同样地，经过n个单位时间后水量的分布与Markov链的n步分布相同。如果想保持各节点的水量永远不变，则当且仅当初始水量分布为Markov链的平稳分布，只有这时才能保证各节点流进水量与流出水量相同而达到“收支平衡”。

例11.4.1　求例11.1.4中｛Xn｝的所有平稳分布。

解　设平稳分布为π=（π0，π1，π2，π3），则


[image: ]


有唯一解[image: ]

有趣的是，平稳分布与平均回转时和极限分布有着密切的联系。直观地想象一下，如果状态i的平均回转时越小，即访问状态i的平均时间间隔越小，则访问状态i越频繁，从而访问i的极限概率（如存在的话）越大，下面定理说明当｛Xn｝是遍历时，平稳分布唯一，[image: ]，而且此时[image: ]存在，恰好是πj＞，而与出发点i无关。

定理11.4.1　设｛Xn｝不可约，则

（1）存在平稳分布当且仅当｛Xn｝正常返，此时平稳分布π唯一且[image: ]。

（2）如果｛Xn｝非周期正常返，则对任何[image: ]。

（3）如果状态I有限，则｛Xn｝一定是正常返。

例11.4.2　在例11.1.1中，请问对[image: ]存在吗？如存在，计算之。

解


[image: ]


如果p=0，则[image: ]不存在，从而[image: ]对所有i，j都不存在。

如果0＜p＜1，则[image: ]，极限存在且与出发点无关。

如果p=l，则[image: ]，极限存在但与出发点有关。

当0＜p＜1时，也可用定理11.4.1来算，此时Markov链不可约非周期正常返（因为I有限）。现在计算它的平稳分布π=（π0，π1）。则[image: ][image: ]。

例11.4.3　在例11.3.1中，易见｛Xn｝不可约非周期。因为I有限，所以｛Xn｝正常返。现在计算它的平稳分布π，由


[image: ]


解得[image: ]，所以μ=（4，8，8，2）。而在例11.3.1中我们已算得μ0=4，μ3=2，两者计算结果一致。

例11.4.4　在例11.3.2中，易见｛Xn｝不可约非周期。现在计算它的平稳分布π，[image: ][image: ]，所以平稳分布存在当且仅当[image: ]。也就是说｛Xn｝正常返当且仅当[image: ]。而当｛Xn｝正常返时，它有唯一的平稳分布[image: ]。显然i越小，πi越大，这就说明访问状态i越繁。特别地，访问状态0最频繁。事实上若j＞i≥0，则从0出发要访问j必须先访问i，而再次访问j则必须先回到状态0，然后再从0出发访问j。所以从0出发每一次访问j，都必须先访问i，但每次访问i却不一定会访问j，所以访问i更频繁。

当｛Xn｝是可约时，为了考虑状态的常返性，我们可以先考虑状态的互达等价类。I中的一个子集C称为是闭的，如果[image: ]C。即C是封闭的，从C中出发将永远呆在C中。

定理11.4.2　（1）如果i常返，则i的互达等价类是闭的。

（2）如果I有限，则i常返当且仅当i的互达等价类是闭的，并且这时i一定是正常返，

（3）如果j暂留或零常返，则对所有[image: ]。

对有限Markov链的状态进行如下分解：


[image: ]


这里C1，C2，…，Ck是所有闭的互达等价类，T是余下的状态。则根据上面定理，C1，C2，…，Ck中各状态正常返，而T中各状态暂留。这个分解定理可以帮助我们认识很多问题。一方面，如果X0在某个Ci中，则此Markov链永远不离开Ci，这样就可以把Ci看成整个状态空间，把{Xn｝限制在Ci上就得到一个不可约正常返的Markov链。另一方面，如果X0∊T，则由于T有限且各状态暂留，所以最终会进入某个Ci并将不再离开。

在例11.3.3中，我们通过计算[image: ]来讨论各状态的常返性，并计算了正常返态的平均回转时。现在我们换一种方法，这是个有限Markov链，有4个互达等价类：{0}，{1，2}，{3，4}，{5}。其中｛0}，{1，2}，{3，4）是闭的，而{5｝不闭，所以状态0，1，2，3，4都是正常返态，而5是暂留态。因为0是吸收态，所以μ0=1.

把｛Xn｝限制在闭集｛1，2}上得到一个不可约的Markov链，状态空间为｛1，2}，转移矩阵为[image: ]。设它的平稳分布为（π1，π2），则π1+π2=1且π1=0.5π2，解得[image: ]，所以[image: ]。

同样，把｛Xn｝限制在闭集｛3，4}上也得到一个不可约的Markov链，状态空间为｛3，4}，转移矩阵为[image: ]。设它的平稳分布为（π3，π4），则π3+π4=1且π3=π4，解得[image: ]，所以μ3=μ4=2。

最后，我们讲一下Markov链的应用——PageRank。PageRank，就是网页排名，又称网页级别，是一种由搜索引擎根据网页之间相互的超链接计算的网页排名技术，Google用它来体现网页的重要性，是Google的创始人拉里·佩奇和谢尔盖·布林在斯坦福大学发明了这项技术，并最终以拉里·佩奇（Larry Page）之姓来命名。

PageRank是基于“从许多优质网页链接过来的网页，必定还是优质网页”的思想来判断网页的重要性。提高PageRank主要因素有3个：

（1）反向链接数，即链接到这个网页的数目，反向链接数越多，这个网页越重要；

（2）反向链接是否来源于推荐度高的页面，重要网页链接的网页也重要；

（3）反向链接页面的链接数。一个网页的链接数越多，它对它所链接的网页的重要性影响就越小。如果一个网页有k个链接，则它的影响就被等分成k份而平均地影响到它所链接的每一个页面。

因此我们先把所有的网页看成一个有向图V，每个网页是一个顶点，如果网页i有超链接到网页j，就认为从i到j有一条边相连，j就称为i的邻居，现在πi为网页i的重要性，规定所有网页重要性之和为1，即[image: ]。则由上面3条得到对任何网页k：


[image: ]


这里di表示i的邻居数，即网页i的超链接数目。

让我们想象一下这样的网页访问方式：如果现在访问网页i的话，则下一步等可能地访问i的邻居。这样就定义了有向图V上的随机游动，它是一个时齐的Markov链，状态空间为顶点集V，一步转移概率


[image: ]


于是（11.4.1）式就可写成[image: ]。这样就得到了一个有趣的事实：｛πi｝恰好就是刚才定义的有向图V上随机游动的平稳分布。特别地，当这个随机游动遍历时，[image: ]，即访问网页i的极限概率为πi，因此πi越大，则访问网页i越频繁，从而网页i越重要。

例如在下图这样的网络链接中，对应的随机游动的状态空间是{0，1，2，3，4}，一步转移矩阵为



	[image: ]
	[image: ]



这是一个不可约非周期的Markov链，有唯一的平稳分布[image: ]，所以这5个网页的PageRank评价排名为：


[image: ]


从排名可以看出，尽管只有两个网页链接到网页0（它的反向链接数最少），但是它却是被访问最频繁，重要度最高的，主要的原因是重要的网页4唯一地链接向它。


思考题十一

1．Markov性是指过去与将来独立，即对任何[image: ]独立，对吗？

2．如果知道时齐Markov链的一步转移矩阵，怎么计算它的多步转移矩阵？

3．如果知道时齐Markov链的初始分布和一步转移矩阵，怎么计算它的有限维分布？

4．判断一个状态常返还是暂留，你能想出几种方法？

5．断一个状态是不是正常返，你能想出几种方法？

6．计算正常返态的平均回转时，你能想出几种方法？

7．如果一个状态的互达等价类是闭的，则它一定是正常返态，对吗？

8．对于不可约非周期的Markov链，[image: ]存在且与i无关对吗？

9．对于不可约非周期的Markov链，[image: ]，对吗？

10．如果状态i的周期为d，[image: ]当且仅当n是d的整数倍，对吗？


习题十一

1．（Bernoulli-Laplace扩散模型）设A，B两箱中各有m个球，其中共m个白球，m个黑球。记X0是开始时A箱中的白球个数。然后每次各任取一球交换，Xn表示i次交换后A箱中白球个数。说明｛Xn｝是一个时齐Markov链，写出状态空间和一步转移概率。这也是一个关于两种液体混合的概率模型。

2．用Xn表示第n个到某保险公司进行理赔的钱数，设X1，X2，…独立同分布，且Xi取非负整数，[image: ]为前n个理赔的总钱数。说明｛Sn｝是一个时齐Markov链，写出状态空间和一步转移概率。

3．（成功游程）独立重复做实验，每次只有两个结果成功（S）和失败（F），并且在每一次实验中成功的概率为p，失败的概率为q=1-p，0＜p＜1。如果在第n次实验时，前r+1次实验（含第n次）结果分别是：F，S，S，…，S，则说第n次实验出现的成功游程的长度是r。特别地，如果第n次实验结果是F，则第n次实验出现的成功游程的长度是0。以Xn表示第n次实验出现的成功游程的长度。则｛Xn｝是一时齐Markov链，写出它的状态空间和一步转移概率。

4．（传染模型）有N个人及某种传染病。假设：

（1）患病者不会康复，健康者如果不与患病者接触，则不会得病；

（2）当健康者与患病者接触时，被传染上病的概率为p；

（3）在每个单位时间内此N人中恰好有两人互相接触，且一切成对的接触是等可能的。

以Xn表示在时刻n患病的人数。说明｛Xn｝是一个时齐Markov链，写出状态空间和一步转移概率。

5．设｛Xn；n=0，1，2，…｝是时齐的Markov链，状态空间I={1，2，3，4}，一步转移矩阵[image: ]。令[image: ]。


[image: ]


6．（迷宫中的老鼠）如图所示，迷宫中有九个房间，老鼠呆在1号房间，猫呆在7号房间，奶酪放在9号房间。现在假设猫不动，老鼠开始移动，由于无记忆性，如果n时老鼠呆在i号房间，则n+1时老鼠等可能地移到i号房间相邻的房间（即有门与i号房向相连的房间），并且假设一旦到7号房，猫就吃掉老鼠，从而认为老鼠此后就永远呆在7号房；一旦到9号房，老鼠就吃掉奶酪而将永远留在9号房，用Xn表示n时老鼠所在的房间，则｛Xn｝是一个时间齐次的Markov链，写出状态空间和一步转移矩阵，并计算老鼠被猫吃掉的概率。

7．蜘蛛和苍蝇在0和1两个位置上独立地依循Markov链移动一直到它们相遇时，蜘蛛吃掉苍蝇。它们的初始位置分别是0和1，转移矩阵分别为[image: ]。如果假定它们相遇后将永远呆在相遇的位置，令Xn和Yn分别表示n时蜘蛛和苍蝇的位置，令[image: ]。

（1）说明｛Zn｝是一个时齐Markov链，写出状态空间和一步转移矩阵；

（2）计算蜘蛛在位置0吃掉苍蝇的概率。

8．独立重复掷骰子，令Xn表示第n次得到的点数，令[image: ]。

（1）计算[image: ]；

（2）计算[image: ]；

（3）判断{Yn｝和｛Zn｝是否具有Markov性？说明理由。

9．设Xn是一维随机游动，一步转移概率为[image: ]。设[image: ]。

（1）计算P（X2=4）和P（X2=4｜X0=0），将来X2与过去X0独立吗？

（2）计算[image: ]。

（3）若[image: ]，判断{｜Xn｜｝是否具有Markov性？

10．在单位圆上等距取3个点，按顺时针方向记为0，1，2。当一质点位于状态i（i＝0，1，2）时，下一时刻以[image: ]概率顺时针走一格，以[image: ]概率逆时针走一格。以X0表示初始时刻的位置，设[image: ][image: ]。令｛Xn}表示第n时刻质点所处的位置。则{Xn；n=0，1，…}是一时齐Markov链。

（1）计算一步转移矩阵；

（2）计算[image: ]。

11．设｛Xn}是一时齐Markov链，状态空间为｛0，1，2}，一步转移矩阵为


[image: ]


设[image: ]。

（1）计算[image: ]；

（2）计算[image: ]；

（3）计算[image: ]。

12．设｛Xn｝是一时齐Markov链，状态空间为｛0，1，2，3），一步转移矩阵为


[image: ]


设[image: ]。

（1）计算[image: ]；

（2）求出各状态的常返性，并计A正常返态的平均回转时。

13．设｛Xn｝是时间齐次的Markov链，状态空间是{0，1}，[image: ]。

14．求11题中｛Xn｝的平稳分布。

15．独立重复掷骰子，用Sn表示前n次点数之和，用Zn表示Sn。除以4的余数。则Zn是一时齐的Markov链。

（1）写出｛Zn｝的状态空间和一步转移矩阵，并求它的平稳分布；

（2）求[image: ]（Sn是4的倍数）。

16．罐A和B共装有N个球，每次从这N个球中等可能地取出一球，然后选一个罐子（选中A罐的概率为p，选中方罐的概率为1-p，0＜p＜1），再把取出的球放到这个罐子中，用Xn表示n次选取后A罐中的球数。则｛Xn）是一时齐的Markov链。

（1）写出状态空间和一步转移概率。

（2）若N=3，p=0.5，求平稳分布，求A罐变空的平均时间间隔（即求μ0）。

17．某人有3把伞放在家或办公审用于来往于家和办公室之间，当且仅当天下雨且手边有伞时，带一把伞走，到达后放下，下雨的概率为p，0＜p＜1。用Xn表示他第n次出（家或办公室）门时手边的伞的数目，则{Xn｝是一时齐Markov链。

（1）写出{Xn｝的状态空间和一步转移矩阵，并求它的平稳分布。

（2）计算此人被雨淋的概率的极限，并证明不管p取何值，此极限小于[image: ]。

18．在12题中，对i=0，1，2，3，计算[image: ]。

19．设｛Xn}是一时齐Markov链，状态空间为｛0，1，2，3，4，5，6，7}，一步转移概率为[image: ]，[image: ]。

（1）写出所有互达等价类，并判断哪些是闭的？

（2）求出各状态的周期和常返性，并计算正常返态的平均回转时。

（3）计算[image: ]。

20．设{Xn}是一时齐Markov链，状态空间为{0，1，2}，一步转移概率为[image: ]。

（1）求所有互达等价类，并判断哪些是闭的？求出各状态的周期和常返性，并计算正常返态的平均回转时。

（2）令Yn=X2n，写出{Yn}的一步转移矩阵，求它的所有互达等价类，并判断哪些是闭的？求此过程各状态的周期和常返性，并计算正常返态的平均回转时。

第十二章　泊松过程与布朗运动

在现实生活中，人们会发现这样的例子；在某个时间段热线电话接到的呼叫次数与前个时间段接到的呼叫次数没有关系；这个时间段有多少顾客进商场购物与之前该商场已有多少顾客无关；股票的股价在这个时段的涨幅也可以认为与下个时段的涨幅独立，等等。如果考虑（0，t）时间内的电话呼叫次数，进商场的顾客数，股价的涨幅等随机过程，它们有一个共同的特点：在不相重叠的区间上增量是相互独立的，这就是我们下面要介绍的独立增量过程。


§12.1　独立增量过程

定义12.1.1　设｛X（t）；≥0}为一随机过程，若对任意正整数n和0≤t0＜t1＜…＜tn，增量[image: ]相互独立，则称｛X（t）；t≥0}为独立增量过程（process with independent increments）。其中X（ti）-X（ti-1）称为（ti-1，ti）上的增量。若对一切0≤s＜t，增量X（t）-X（s）的分布只依赖于t-s，则称随机过程｛X（t）；t≥0）有平稳增量（stationary increments），具有平稳增量的独立增量过程称为平稳独立增量过程。

性质　设｛X（t）；t≥0}是独立增量过程，X（0）=0，且Dx（t）存在，则[image: ]。

事实上，不妨设s≤t，则


[image: ]


下面将要介绍的泊松过程和布朗运动就是两个重要的独立增量过程。


§12.2　泊松过程

（一）泊松过程定义与例子

设N（t）表示（0，t）内发生的“事件”数，称随机过程｛N（t）；t≥0）为计数过程。N（t）的状态空间为I={0，1，2，…}，当0≤s≤t时，N（s）≤N（t），而N（t）-N（s）表示区间（s，t）内发生的“事件”数。

定义12.2.1　计数过程｛N（t）；t≥0}称为强度为λ的齐次泊松过程（Poisson process），若满足以下三条：

（1）{N（t）；t≥0｝是独立增量过程；

（2）对任意的t≥0和充分小的△t＞0，有


[image: ]


（3）N（0）=0。

定理12.2.1　若｛N（t）；t≥0｝是强度为λ的齐次泊松过程，则对于0≤s＜t，


[image: ]


证明　记[image: ]。对于对于△t＞0，


[image: ]


将P0（s，t）移到等式左边，等式两边同除以△t，并令△t→0，得


[image: ]


注意到初始条件为[image: ]。

对于


[image: ]


将Pk（s，t）移到等式左边，等式两边同除以△t，并令△t→0，得


[image: ]


当k=1时，有[image: ]，初始条件为[image: ]，所以有[image: ]。

对于k＞1的情形，用归纳法就可以得到结论。

于是，泊松过程还有另外一个定义：

定义12.2.2　计数过程{N（t）；t≥0}称为强度为λ的齐次泊松过程，若满足以下三条：

（1）{N（t）；t≥0}是独立增量过程；

（2）对0≤s＜t，


[image: ]


即[image: ]；

（3）N（0）=0。

这两个定义是等价的，证明留给读者。

泊松过程的数字特征　设｛N（t）；t≥0}是强度为λ的泊松过程，则


[image: ]


强度λ的含义是指单位时间内平均出现的“事件”数。

泊松过程的背景　ATM机服务的顾客数，通过路口的车辆数，售货员接待的顾客数，96315接到的消费者投诉电话数，某地区地质灾害数，手机短信数，邮箱收到的电子邮件数；等等，它们有共同的特点，就是随着时间的推移，相应的事件会不断重复出现，而且有独立增量性。如果能满足单位时间内平均出现的事件数即强度是常数的话，就符合齐次泊松过程的模型；如果强度会随着事件的推移而变化，就是非齐次泊松过程，非齐次泊松过程的内容已超出本教材的范围。

例12.2.1　设N（t）表示某热线电话在（0，t）小时内接到的呼叫次数，平均每小时呼叫3次，将｛N（t）；t≥0｝看作强度为3的泊松过程。求（1）P{N（4）-N（1）=6}；

（2）P{N（4）＝7｜N（1）=1}；（3）P{N（1）＝1｜N（4）＝7｝。

解　对于强度为3的泊松过程，当0≤s＜t时，


[image: ]


例12.2.2　设｛N（t）；t≥0｝是强度为λ的泊松过程，求（1）D{N（3）-N（1）}；（2）D{N（3）+N（1）｝；（3）Cov{N（2），N（5）-N（1）}

解


[image: ]


（二）泊松过程的合成与分解

设X（t）和Y（t）（t≥0）是两个相互独立的、分别具有强度λ和μ的泊松过程，N（t）=X（t）+Y（t），则｛N（t）；t≥0}是强度为λ+μ的泊松过程。

证明　首先｛N（t）；t≥0}是计数过程，因此只要证明其满足定义12.2.1的三个条件即可。

（1）因为X（t）和Y（t）（t≥0）的是两个独立增量过程，所以N（t）=X（t）+Y（t）也是独立增量过程；

（2）对任意的t＞0和充分小的△t＞0，有


[image: ]


下面讨论泊松过程的分解。设N（t）（t≥0）表示（0，t）内出现的“事件”数，而每次“事件”的发生又分为情形A或B。如进商场的人可能购物，可能不购物；收到的短信可能是有用的，可能是垃圾短信，等等。设情形A发生的概率为p，情形B发生的概率为1-p，且各“事件”属于A或B相互独立。X（t）表示（0，t）内出现情形A的次数，Y（t）表示（0，t）内出现情形B的次数。若｛N（t）；t≥0）是强度为λ的泊松过程，则｛X（t）；t≥0}是强度为λp的泊松过程，{Y（t）；t≥0}是强度为λ（1-p）的泊松过程，且过程｛X（t）；t≥0）与｛Y（t）；t≥0}相互独立。

证明　显然｛X（t）；t≥0}和｛Y（t）；t≥0}均是计数过程，因为N（t）是独立增量过程，所以X（t）和Y（t）也都是独立增量过程，且X（0）=0，Y（0）=0.

接下来只要证明，X（t）和Y（t）相互独立，服从泊松分布即可。

对于任意的非负整数m，n，


[image: ]


即X（t）～π（λpt）。同理Y（t）～π（λ（1-p）t），且X（t）与Y（t）相互独立。

例12.2.3　设N（t）表示手机在（0，t）天内收到的短信数，假设｛N（t）；t≥0｝是强度为10条的泊松过程，其中垃圾短信占0.2。求：

（1）两天内收到至少10条短信的概率；（2）一天内没有收到垃圾短信的概率。

解　[image: ]

（2）设X（t）表示手机在（0，t）天内收到的垃圾短信数，则{X（t）；t≥0}是强度为2条的泊松过程，[image: ]

（三）时间间隔与等待时间

设｛N（t）；t≥0}是强度为λ的泊松过程，相应的“事件”出现的随机时刻，t1，t2，…称为强度为λ的泊松流，以Wn表示第n次“事件”发生的时刻，即Wn＝tn，也称为第n次“事件”发生的等待时间，特别地W0＝0。令Tn表示从第n－1次“事件”发生到第n次“事件”发生的时间间隔，也称为点间间距，n＝1，2，…。图12.2.1是泊松过程的一条样本函数，图12.2.2是相应的时间间隔和等待时间示意图。


[image: ]
图12.2.1



[image: ]
图12.2.2


即[image: ][image: ]。

下面讨论Tn和Wn的分布。


[image: ]


即T1服从均值为[image: ]的指数分布。


[image: ]


这说明T2与T1相互独立，且服从相同的分布，重复同样的推导可得：

T1，T2，T3，…，为相互独立，同服从均值为[image: ]的指数分布。反之，可以证明，女口果任意相继出现的两个“事件”的点间间距相互独立，同服从均值为[image: ]的指数分布，则“事件”流构成强度为λ的泊松过程。因此要确定一个计数过程是否为泊松过程，只要用统计方法检验点间间距是否独立并服从同一个指数分布即可。而指数分布均值的倒数就是泊松过程的强度，注意到λ代表单位时间发生的平均“事件”数，因此λ越大，“事件”发生就越频繁，从而平均时间间隔越短。


[image: ]


因此Wn的概率密度为


[image: ]


即[image: ]。

例12.2.4　设N（t）是强度为λ的泊松过程，0≤s＜t，求[image: ]；[image: ]。


[image: ]


即若在（0，t］内有一个事件发生，则该事件在（0，t］内出现的时刻是均匀分布的。


[image: ]


（4）注意到T1，T2相互独立，同服从均值为[image: ]的指数分布，因此（T1，T2）的概率密度为


[image: ]


另解：[image: ]

例12.2.5　设顾客依泊松过程到达某银行，速率（强度）λ＝2人/小时，求（1）“早晨9点到11点之间恰有1个顾客到来”的概率；（2）“早晨9点到10点之间恰有1个顾客到来，10点到11点之间没有顾客到来”的概率；（3）早晨9点之后第2个顾客到来时刻的均值。

解　设N（t）表示（0，t］时间内到来的顾客数，t≥0。

（1）“早晨9点到11点之间恰有1个顾客到来”的概率[image: ]；

（2）“早晨9点到10点之间恰有1个顾客到来，10点到11点之间没有顾客到来”的概率[image: ]；

（3）早晨9点之后第2个顾客到来时刻的均值为


[image: ]



§12.3　布朗运动

（一）布朗运动的定义与背景

考虑一直线上的简单对称的随机游动，设质点每隔△t时间等概率地向左或向右移动距离△x，且每次移动相互独立，记[image: ]

X（t）表示t时刻质点的位置，则有


[image: ]


其中[image: ]为不超过[image: ]的最大整数。

显然，[image: ]

以上简单随机游动可作为微小粒子在X轴上作不规则运动的近似。实际上粒子的不规则运动是连续进行的，即考虑△t→0的极限情形，当△t→0时，则需要△x→0，通常假设[image: ][image: ]。此时，当△t→0时，

（Ⅰ）[image: ]，且由中心极限定理知，[image: ]。

（Ⅱ）[image: ]有独立增量，这是由于随机游动的值在不相重叠时间区间中的变化是独立的。

（Ⅲ）[image: ]有平稳增量，因为随机游动在任一时间区间中的位置变化的分布只依赖于区间长度，即对于。[image: ]。

从而引出以下定义：

定义12.3.1　随机过程[image: ]称为布朗运动（Brownian motion），若满足以下三条：

（1）[image: ]是独立增量过程；

（2）对于[image: ]

（3）X（0）＝0。


[image: ]
图12.3.1


布朗运动的样本函数是连续的。图12.3.1是布朗运动的一条样本轨道。

布朗运动也称为维纳过程（Wiener process），是最有用的随机过程之一。布朗运动最初由英国植物学家布朗于1827年根据观察花粉微粒在液面上作“无规则运动”的物理现象提出的。布朗运动现象首次解释是爱因斯坦于1905年给出的，而简洁地用以描述布朗运动的随机过程定义是维纳在起于1918年的一系列论文中给出的。如今，布朗运动及其推广已广泛出现在许多科学领域，如物理、经济、通信理论、生物、管理科学，等等。

当σ＝1时称[image: ]为标准布朗运动。由于对任一布朗运动[image: ]就是标准布朗运动，故今后如不特别指明，讨论的都是标准布朗运动，并记为[image: ]。

布朗运动的数字特征　设[image: ]是标准布朗运动过程，则


[image: ]


例12.3.1　设｛B（t）；t≥0｝是标准布朗运动过程，求（1）B（1）＋2B（2）的分布，[image: ]。

解　（1）B（1）＋2B（2）是正态变量的线性函数，所以服从正态分布；E（B（1）＋2B（2））＝0，D（B（1）＋2B（2））＝D（B（1））＋4D（B（2））＋4Cov（B（1），B（2））＝13，

于是B（1）＋2B（2）～N（0，13）。

（2）由独立增量性，[image: ]。

（二）布朗运动的概率密度

引理12.3.1　设（X1，…，Xn）为n维连续型随机变量，其概率密度记为f（x1，…，xn）。现有[image: ]且存在唯一反函数[image: ]。如果gi，hi，i＝1，…，n有连续偏导数，则（Y1，…，Yn）的概率密度函数为


[image: ]


其中[image: ]

定理12.3.1　设[image: ]为标准布朗运动，

（1）任给t＞0，B（t）的概率密度为[image: ]；

（2）任给0≤s＜t，B（t）－B（s）的概率密度为


[image: ]


（3）任给0＜s＜t，（B（s），B（t））的联合概率密度为


[image: ]


（4）任给[image: ]的联合概率密度为


[image: ]


证明　注意到B（t）－N（0，t）和B（t）－B（s）～N（0，t－s），（1）和（2）即得；

（3）令[image: ]，则[image: ]，又因为B（s）～N（0，s），和B（t）－B（s）～N（0，t－s），于是，由引理12.3.1和（1）、（2）便得到结果。

（4）与（3）的证明完全一样，请读者自己完成。

例12.3.2　以[image: ]表示给定B（s）＝x条件下，B（t）的条件概率密度，设[image: ]为标准布朗运动，求[image: ]。

解　由第三章条件概率密度的定义得，


[image: ]



[image: ]


（三）布朗运动的性质

性质1　设[image: ]是正态过程，样本函数（轨道）连续，B（0）＝0，且对任给的s，t＞0，[image: ]是布朗运动。反之亦然。


[image: ]


即[image: ]联合分布是正态分布，且不相关，从而知相互独立，这说明B（t）是独立增量过程；由条件知B（0）＝0，根据定义，[image: ]是布朗运动。

充分性，只要证明[image: ]是正态过程即可。事实上，对任给的n及[image: ]，[image: ]


[image: ]


是[image: ]的线性函数，根据正态分布的性质知，[image: ]服从正态分布，从而[image: ]是正态过程。

上述性质给出了判断一个正态过程是否为布朗运动的充分必要条件，由此可以得到下面有用的结论。

性质2　设[image: ]是布朗运动，则以下三个随机过程均为布朗运动：

（1）对于任给的[image: ]

（2）对于常数，[image: ]

（3）[image: ]，其中[image: ]。

证明　只证（1），其余留作习题。

因为[image: ]是布朗运动，所以[image: ]是正态过程。由正态分布性质知，对于任给的[image: ]仍是正态过程，且B（0＋τ）－B（τ）＝0。

对于任一[image: ]


[image: ]


由性质1知，对于任给的[image: ]是布朗运动。

在许多实际问题中，往往要讨论随机过程起点和终点状况给定的条件下，中间过程的性质，即考虑[image: ]的性质。

对于布朗运动，若记[image: ]，则[image: ]，[image: ]，即随机过程[image: ]的任何路径必经过（t1，x1），（t2，x2）两点，仿佛两端固定的桥梁。简单地，对布朗运动[image: ]，通常称条件随机过程[image: ]为布朗桥过程。


[image: ]


例12.3.3　设[image: ]是标准布朗运动，则[image: ]是布朗桥。

证明　显然，[image: ]是正态过程；于是只要验证：

[image: ]即可。


[image: ]


例12.3.4　设[image: ]是标准布朗运动，[image: ]表示首次击中a的时间，求Ta的分布函数。

解　先考虑a＞0的情形。对于t＞0，由全概率公式


[image: ]


而[image: ]。

又由布朗运动的对称性，在[image: ]条件下，[image: ]是等可能的（见图12.3.1），即[image: ]，所以[image: ]。


[image: ]
图12.3.1


于是，当a＞0时，[image: ]。

当a＜0时，由于布朗运动的对称性，有[image: ]，因此，对于t＞0，[image: ]

综合得，Ta的分布函数为[image: ]

例12.3.5　设{B（t）；t≥0｝是标准布朗运动，对于任给的t＞O，令[image: ]，求X（t）的分布函数。


[image: ]



思考题十二

1．设[image: ]是强度为λ的Poisson过程。则不正确的有：


[image: ]


2．设[image: ]是强度为λ的泊松过程，[image: ]。哪里错了？

3．设[image: ]是强度为λ的泊松过程，Wn表示第n个“事件”发生的时刻。下列事件有什么关系？[image: ]

4．设[image: ]是布朗运动，则以下描述正确吗？

（A）[image: ]是二阶矩过程[image: ]是独立增量过程；

（C）[image: ]是t-s的函数；

（D）[image: ]

5．设[image: ]是布朗运动，则[image: ]是正态过程吗？反之也一定成立吗？

6．设[image: ]是布朗运动，[image: ]成立吗？

7．设[image: ]是布朗运动，B（1）与B（2）相互独立吗？


习题十二

1．设｛N（t）；t≥0｝是强度为λ的泊松过程，求（1）P{N（3）－N（1）≥2}；

[image: ]

2．设｛N（t）；t≥0｝是强度为λ的泊松过程，设[image: ]，求X（t）的均值函数与自相关函数。

3．设｛N（t）；t≥0｝是强度为λ的泊松过程，设[image: ]，求X（t）的均值函数与自相关函数。

4．根据某高速公路观察点的记录数据分析，小车、客车、货车的到达率分别为[image: ]，且设在（0，t］内小车、客车、货车的到达数（分别记为X（t），Y（t），Z（t））均服从泊松分布，相互独立。求：（1）在（0，3］内小车与客车到达数之和至少为3辆的概率；（2）在（5，7］内小车、客车与货车到达数之和至少为2辆的概率。

5．在某东西向的公路上设置了一个车辆记录器，记录东行，西行车辆的总数。设X（t］代表在（（0，t］内东行的车辆数，Y（t）代表在（0，t］内西行的车辆数，X（t），Y（t）均服从泊松分布，且相互独立。设λ，μ分别表示东行，西行车辆的通过率。若到t时已记录的车辆数为n，求其中k辆属于东行车的概率。

6．设有一信息串依泊松流送入计数器，在（0，t］内出现的信息数N（t）服从强度为λ的泊松分布，信息到达计数器可能被记录，可能不被记录，每个信息能被记录的概率为p，不同信息是香被记录是相互独立的。设X（t）代表（0，t］内记录的信息数，求[image: ]

7．设N（t）是强度为λ的泊松过程，0≤s＜t，k≤n，其中Wk表示第k个质点到达的等待时间，求

[image: ]。

8．设电话总机在（0，t］内接到的呼叫数N（t）服从强度（每分钟）为λ的泊松过程。求（1）两分钟内接到3次呼叫的概率；（2）第2分钟内接到第3次呼叫的概率。

9．上午8点某银行开始上班，该银行有两个服务柜台，有十人排成一队等待服务，设每人服务时间相互独立都服从均值为10分钟的指数分布。（1）若只有一个服务台工作，求到8点半为止至少3人完成服务的概率；（2）若两个服务台同时工作，求到8点半为止至少6人完成服务的概率。

10．设[image: ]是布朗运动，求B（1）＋B（2）的概率密度。

11．设[image: ]是布朗运动，求[image: ]

[image: ]

12．设[image: ]是布朗运动，令[image: ]的值。

13．设[image: ]是参数为λ＝1的泊松过程，[image: ]是布朗运动，设这两个过程相互独立。令[image: ]的值。

14．设[image: ]是布朗运动，记[image: ]为几何布朗运动。求W（t）的均值函数和方差函数。

15．设[image: ]是布朗运动，记[image: ]为布朗运动的积分。求S（t）的均值函数和方差函数。

16．设[image: ]是布朗运动，证明以下两个随机过程均为布朗运动：

（1）对于常数[image: ]；

（2）[image: ]，其中[image: ]记为0。

17．设[image: ]是布朗桥过程，令[image: ]，证明[image: ]是布朗运动。

18．设[image: ]是布朗运动，对任给的[image: ][image: ]

第十三章　平稳过程

§13.1　平稳过程的定义

在自然科学和工程技术中经常遇到这样一类过程，它们的统计特性是当过程随时间的推移而变化时，其前后状态间是相互联系的，这种联系不随时间的推移而改变。如纺织过程中棉纱截面积的变化，通讯过程中噪声干扰，飞机在空中平稳飞行时的随机波动，等等，这类过程称为平稳过程。

定义13.1.1　设[image: ]是随机过程，若对任意常数h和正整数[image: ]，[image: ]与[image: ]有相同的联合分布，即[image: ][image: ]为严平稳过程（strictly stationany process）。

严平稳过程的任意有限维分布不随时间的推移而改变，从而严平稳过程的所有一维分布都相同，即对一切[image: ]。而二维分布只与时间差有关，因为，由[image: ][image: ]，取[image: ]。因此，若严平稳过程[image: ]是二阶矩过程，则X（t）的均值函数和方差函数是常数，相关函数和协方差函数是时间差的函数。

然而实际中随机过程的有限维分布往往是很难确定的，而一、二阶矩的确定要容易得多，这就引出了在应用上和理论上更为重要的另一种平稳过程。

定义13.1.2　设[image: ]是立阶矩过程，如果

（1）对任意[image: ]常数；

（2）对任意[image: ]。

则称[image: ]为宽平稳过程（wide sense stationary process）。

以后提到的平稳过程除非特别指明，都指的是宽平稳过程。显然，若严平稳过程是二阶矩过程的话，则一定是宽平稳过程，而宽平稳过程不一定是严平稳过程。对于正态过程而言，宽平稳过程一定是严平稳过程。

定义13.1.3　对于二维随机过程[image: ]都是平稳过程，若互相关函数[image: ]无关，称X（t）和Y（t）是联合平稳的。

例13.1.1　设[image: ]是随机变量序列，[image: ]。

（1）若[image: ]两两不相关，问[image: ]是否为宽平稳序列？

（2）若[image: ]相互独立同分布，问[image: ]是否为严平稳序列？

解（1）当[image: ]是两两不相关随机变量序列时，由条件知，[image: ]，[image: ]即均值函数是常数，自相关函数只与n－m有关，因此[image: ]是宽平稳序列。

（2）当[image: ]是相互独立随机变量序列时，设Xn的分布函数为F（x），则[image: ]点的分布函数


[image: ]


而[image: ]点的分布函数


[image: ]


由定义知，[image: ]是严平稳序列。

例13.1.2　设[image: ]是两两不相关随机变量序列，[image: ][image: ]是否为宽平稳序列？


[image: ]


例13.1.3　设随机过程[image: ]，其中ω是正常数，A，B是不相关的随机变量。E（A）＝E（B）＝0，D（A）＝D（B）＝1。证明[image: ]是平稳过程；若（A，B）服从正态分布，则[image: ]是严平稳过程。


[image: ]


由定义[image: ]是平稳过程。

若（A，B）服从正态分布，则[image: ]是正态过程。事实上，任给t1，t2，…，tn，随机变量[image: ]是正态变量（A，B）的n个线性组合，根据正态分布的性质知，服从正态分布，即[image: ]是正态过程，又[image: ]是宽平稳过程，从而[image: ]是严平稳过程。

例13.1.4　考虑随机电报信号，信号X（t）取值只有1或－1，

[image: ]，而正负号在区间（t，t＋τ］内变化的次数N（t，t＋τ）是随机的，且假设N（t，t＋τ）服从泊松分布，[image: ]，其中λ＞0是单位时间内变号次数的数学期望。问[image: ]是否为平稳过程？


[image: ]


平稳过程的基本特征是均值函数是常数，自相关函数是时间差的函数，因此了解自相关函数与协方差函数（只相差常数）的性质就显得非常重要。

性质13.1.1　设[image: ]是随机过程，[image: ][image: ]分别是协方差函数和相关函数，则[image: ]，即对称性；且对于任给的[image: ]及不全为零的实数[image: ]，[image: ]，即非负定性。

证明　对称性显然。下面只证明相关函数的非负定性，协方差函数的非负定性证明类似。


[image: ]


性质13.1.2　设[image: ]是平稳过程，[image: ]分别是协方差函数和相关函数，则

（1）[image: ]

（2）[image: ]均为偶函数；

（3）[image: ]，即0点是最大值点；

（4）[image: ]均为非负定的。

证明请读者自行完成。

性质13.1.3　设[image: ]是联合平稳过程，


[image: ]


证明请读者自行完成。


§13.2　各态历经性

对于平稳随机过程而言，最重要的两个特征指标是均值函数和相关函数（协方差函数），如何根据实验记录确定均值函数和相关函数呢？

首先注意到，若重复大量观察一个平稳过程，就可以获得足够多条样本函数[image: ][image: ]，再用数理统计中矩估计法，就可以估计均值函数和相关函数。即


[image: ]


这样的估计有两个间题值得注意，首先，根据大数定律，对于任给的ε＞0，有


[image: ]


并且对于任给的实数[image: ]，就要求观察足够多条样本函数，而这在实际情况中几乎是难以办到的；其次，对于获得的样本函数，估计时只用到一两个点，很“浪费”。因此考虑有没有可能通过一次足够长时间的观察，用一条样本函数关于时间的平均来估计均值函数和相关函数呢？答案是对于平稳过程，如果满足一定的条件，就可以用一条样本函数关于时间的平均来估计均值函数和相关函数。这就是本节要讨论的各态历经性。为此先给出随机积分的概念。

定义13.2.1　设[image: ]为二阶矩过程，[image: ]上确定性函数，若对X（t）的任一样本函数[image: ]上可积，记：[image: ]。由于随机过程的样本函数不同，因此积分值是一个随机变量。

但有时候不能保证对于所有的样本函数，[image: ]上都是可积的，这就需要引入均方可积的概念。

定义13.2.2　设[image: ]为二阶矩过程，[image: ]上确定性函数，将[image: ]分割，[image: ]。若存在随机变量Y，使得[image: ]，称[image: ]上均方可积。

注　当两种定义的积分都存在时，它们相等的概率为1，故今后不再加以区别，记为[image: ]。

均方可积准则　[image: ]上均方可积的充要条件是


[image: ]


存在。特别地，X（t）在巨［a，b］上均方可积的充要条件是[image: ]上可积。

均方积分性质　设f（t）X（t）在［a，b］上均方可积，则有


[image: ]


证略。

定义13.2.3　设[image: ]为平稳过程，


[image: ]


称为过程的时间均值；对于任给的τ，


[image: ]


称为过程的时间相关函数。

定义13.2.4　设[image: ]为平稳过程，


[image: ]


以概率1成立，则称过程的均值具有各态历经性；

（2）若对于任给的实数τ，


[image: ]


以概率1成立，则称过程的自相关函数具有各态历经性；

（3）若X（t）的均值函数和自相关函数都具有各态历经性，则称X（t）是（宽）各态历经过程（ergodic process）。

例13.2.1　设[image: ]，其中α，ω是正常数，θ为随机变量，[image: ]。证明[image: ]是各态历经过程。

证明　由第十章例10.3.1知，[image: ]是平稳过程，[image: ]


[image: ]


根据各态厉经过程的定义知，随机相位正弦波过程是各态厉经过程。

对于随机相位正弦波来说，所有样本函数的差异只是相位的不同，而每一条样本函数都“历经”了状态空间［－a，a］间的各个状态，从而是各态历经过程。它的每一条样本函数关于时间的平均都是一样的。

例13.2.2　设[image: ]，其中ω是正常数，A，θ为相互独立的随机变量，[image: ]。证明[image: ]是平稳过程，判断[image: ]是否为各态历经过程。


[image: ]


因此[image: ]的自相关函数不具有各态厉经性，从而[image: ]不是各态历经过程。

思考一下这个正弦波的样本函数有什么差异，每一条样本函数的时间均值是一样的鸣？样本函数的时间相关函数为什么不一样呢？

例13.2.3　设[image: ]是随机变量，[image: ]。证明[image: ]是平稳过程，[image: ]的均值不具有各态历经性。


[image: ]


所以[image: ]的均值不具有各态历经性。

注意到此过程只有两条样本函数，[image: ]。状态空间只有两个值｛1，－1｝，但每条样本函数只取一个状态，所以均值也不具有各态历经性了。

下面讨论一个平稳过程均值和自相关函数各态历经性的充分必要条件。


[image: ]



[image: ]



[image: ]


推论13.2.1　对于平稳过程[image: ]存在的条件下，若[image: ]，则X（t）的均值具有各态历经性；若[image: ]，则X（t）的均值不具有各态历经性。

证明略。

该推论是平稳过程均值具有各态历经性的充分条件，它说明当时间间隔充分大时，若状态呈现不相关性，则均值具有各态历经性。

定理13.2.2　设[image: ]是平稳过程，对任意给定的τ，[image: ]；[image: ]也是平稳过程，则X（t）的自相关函数具有各态历经性的充要条件是


[image: ]


其中[image: ]

证明：对固定的[image: ]

故[image: ]的各态历经性相当于[image: ]的各态历经性，由于

[image: ]，由定理13.2.1即得。

实际中讨论的平稳过程为[image: ]，此时，过程的时间均值为


[image: ]


对于任给的τ，过程的时间相关函数为


[image: ]


相应的各态历经定理与定理13.2.1和定理13.2.2相同。

实际问题中要严格验证平稳过程是否满足各态厉经条件是比较困难的，但各态历经定理的条件较宽，工程中所遇到的平稳过程大多数都能满足。

各态历经定理的重要价值在于从理论上保证一个平稳过程如果是各态历经的，则“以概率1成立”用一条样本函数的时间平均确定出过程的均值和自相关函数。

设试验记录了在时间区间［0，T］上的样本函数x（t），则均值[image: ]的估计为


[image: ]


自相关函数[image: ]的估计为


[image: ]



§13.3　平稳过程的功率谱密度

对于平稳过程，前面主要在时间域上对自相关函数的性质展开讨论，除了时间域描述外，还有等价的频率域描述，它们之间的联系就是傅立叶变换与逆变换。

若平稳过[image: ]表示随机信号，则：[image: ]的物理意义为平均功率。计算得[image: ]，即X（t）的平均功率为Rx（0）。

下面讨论平均功率的谱表示。

设x（t）是平稳过程[image: ]的样本函数，作截尾函数


[image: ]


等式两边都是随机变量，故同时取数学期望，此时左边就是平稳过程的平均功率，即


[image: ]


记[image: ]称为功率谱密度，简称谱密度。于是


[image: ]


就是平稳过程的平均功率谱表示式。

功率谱密度SX（ω）是从频率域描述X（t）的统计规律的最重要的数字特征，上式的物理意义表示X（t）的平均功率关于频率的分布。

功率谱密度的性质

（1）SX（ω）是ω的实的、非负的、偶函数。

这是因为[image: ]是ω的实的、非负的偶函数，故对其取期望，极限后仍是ω的实的、非负的偶函数。

（2）若[image: ]是傅立叶变换对，即


[image: ]



[image: ]


它们被称为维纳－辛钦（Wiener-Khintchine）公式。


[image: ]


作傅立叶逆变换得，[image: ]

此外，由于[image: ]都是偶函数，所以利用欧拉（Euler）公式，维纳－辛钦公式还可以写成如下的形式：[image: ]

维纳－辛钦公式也称为平稳过程自相关函数的谱表示式，它揭示了从时间域描述平稳过程X（t）的统计规律和从频率域描述X（t）的统计规律之间的联系。

表13.3.1列出了若干个自相关函数及其对应的谱密度。


表13.3.1　自相关函数与谱密度对照表

[image: ]
[image: ]


[image: ]


若平稳过程为[image: ]，谱密度为[image: ]，而在工程中，由于只在正的频率范围内进行测量，根据谱密度的偶函数性质，可将负的频率范围内的值折算到正频率范围内，得到“单边功率谱”，记为GX（ω）动。即


[image: ]


例13.3.1　已知平稳过程[image: ]的自相关函数为[image: ]，求X（t）的谱密度[image: ]。


[image: ]


例13.3.2　已知平稳过程[image: ]的谱密度为[image: ]，求[image: ]的自相关函数[image: ]。


[image: ]


根据例13.3.1及傅立叶变换的性质知，自相关函数[image: ]。

也可以由[image: ]，利用留数定理计算得到。

以上两例中的谱密度属于有理谱密度。有理谱密度的一般形式为


[image: ]


其中[image: ]，且分母无实根。

例13.3.3　已知平稳过程[image: ]的自相关函数为[image: ]其中a，ω0。为正常数，求X（t）的谱密度[image: ]。


[image: ]


即为表13.3.1第三栏。

设[image: ]为平稳过程，均值为零，谱密度为正常数，即[image: ][image: ]，称X（t）为白噪声过程。

由于白噪声过程有类似于白光的性质，其能量谱在各种频率上均匀分布，故而得名。又由于它的统计特性不随时间推移而改变，因此是平稳过程。但其相关函数在通常意义下的傅立叶逆变换不存在，于是，为了对白噪声过程进行频谱分析，引进δ函数的傅立叶变换。

δ数是单位冲激函数δ（t）的简称，它是一种广义函数。狄拉克最早给出了δ（t）的定义：[image: ]

δ函数的基本性质：对任一在τ＝0连续的函数[image: ]。

一般地，若函数f（τ）在[image: ]连续，就有[image: ]。

于是，可以得到以下傅立叶变换对：


[image: ]


即当自相关函数[image: ]时，谱密度[image: ]；当自相关函数[image: ]时，对应谱密度[image: ]。这说明白噪声过程的自相关函数为[image: ]，即过程在[image: ]时，[image: ]是不相关的。

白噪声过程是一种理想化的数学模型，它的平均功率RX（0）是无限的。实际中，当噪声在比实际考虑的有用频带宽得多的范围内具有比较“平坦”的谱密度时，就将它近似当作白噪声来处理。

与白噪声相关的另一类称为带限白噪声，其谱密度的特点是仅在某些有限频率范围内取正常数。如低通白噪声，其谱密度定义为[image: ]，相应的自相关函数为[image: ]。

当[image: ]。这说明低通白噪声[image: ][image: ]是不相关的。

例13.3.4　已知平稳过程[image: ]的自相关函数为[image: ]，其中[image: ]为正常数，求X（t）的谱密度[image: ]。


[image: ]


例13.3.5　已知平稳过程[image: ]的自相关函数为


[image: ]


求X（t）的谱密度[image: ]。


[image: ]


设X（t）和Y（t）是两个平稳相关的随机过程，定义


[image: ]


为平稳过程X（t）和Y（t）的互谱密度。

互谱密度不再是ω的实的、非负的偶函数，其性质如下：

（1）[image: ]互为共轨函数。

（2）在互相关函数[image: ]绝对可积的条件下，有


[image: ]


（3）[image: ]的实部是ω的偶函数，虚部是ω的奇函数。

（4）互谱密度与自谱密度之间成立不等式


[image: ]


证明略。

互谱密度不像自谱密度那样有明显的物理意义，引进这个概念主要是为了能在频率域上描述两个平稳过程的相关性（比如，对具有零均值的平稳过程X（t）和Y（t）来说，[image: ]等价于X（t）和Y（t）不相关）。在实际应用中，常常利用测定线性系统输入、输出的互谱密度来确定该系统的统计特性。


§13.4　线性系统中的平稳过程

线性系统是工程应用中最常见的一类系统，在一个线性系统中如果输入一个平稳过程，那么输出的随机过程平稳吗？输入过程与输出过程的相关性又是怎祥的呢？这些就是本节要考虑的问题。


[image: ]
图13.4.1



系统的输入输出间关系可以如图13.4.1所示。

其中二x（t）代表输入，y（t）代表输出，算子L代表系统的作用，它们的关系为


[image: ]


（一）线性时不变系统

定义13.4.1　对于系统L，设[image: ]

若对于任意常数α，β，有


[image: ]


则称L为线性系统。

定义13.4.2　对于系统L，设[image: ]。若对于任一时间平移τ。有


[image: ]


则称L为时不变系统或定常系统。

例13.4.1　微分算子[image: ]是线性时不变的。


[image: ]


所以，微分算子是线性时不变系统。

例13.4.2　积分算子[image: ]是线性时不变的。


[image: ]


所以，积分算子是线性时不变系统。

由定义可知，系统的线性性质表现在该系统满足叠加原理，系统的时不变性质表现在输出对输入的关系不随时间的推移而改变。在工程应用中，属于这类较简单而又十分重要的系统是输入与输出之间可以用常系数线性微分方程来描述的系统：


[image: ]


其中[image: ]。

（二）频率响应与脉冲响应

定理13.4.1　设L为线性时不变系统，若输入一个谐波信号[image: ]，则输出为[image: ]，其中[image: ]。

证明　令[image: ]，由系统的线性时不变性，对固定的τ和任意的t，有


[image: ]


令[image: ]。

定理表明，对线性时不变系统输入谐波信号时，其输出也是同频率的谐波，只是振幅和相位有变化，而H（ω）表示了这一变化，将H（ω）称为系统的频率响应函数。

例如，对于微分算子[image: ]，系统的频率响应函数[image: ]。

一般地，对于输入x（t），根据δ函数的性质，[image: ]，于是，输出


[image: ]


其中[image: ]。

若输入x（t）为表示脉冲的δ函数，即[image: ]，则输出为


[image: ]


因此将h（t）称为系统的脉冲响应函数。

注意到，经过变量替换有


[image: ]


这表明，从时间域分析，线性时不变系统的输出y（t）是输入x（t）与脉冲响应h（t）的卷积。若设输入x（t），输出y（t）和脉冲响应h（t）都满足傅立叶变换条件，且相应的傅立叶变换分别为，[image: ]，即


[image: ]


则[image: ]。

可以证明：[image: ]，也就是频率响应函数H（w）即为脉冲响应h（t）的傅立叶变换。


[image: ]


这表明，从频率域分析，线性时不变系统输出响应的傅立叶变换Y（ω）是输入的傅立叶变换X（ω）与系统脉冲响应的傅立叶变换即频率响应函数H（ω）的乘积。

实际应用中常假定当t＜0时，h（t）＝0。相应地，


[image: ]


（三）线性系统输出过程的均值和相关函数

设系统输入的平稳过程为X（t），且对于X（t）的任一样本函数x（t），有


[image: ]


也是随机过程。下面讨论输入过程X（t）的均值和相关函数与输出过程的均值和相关函数的关系。

定理13.4.2　设输入平稳过程X（t）的均值为μX，自相关函数为RX（τ），则输出过程Y（t）也是平稳过程，且X（t），Y（t）是联合平稳的。其数字特征有


[image: ]


从中可以看出，Y（t）是平稳过程，且X（t），Y（t）是联合平稳的。

例13.4.3　设线性系统输入一个白噪声过程X（t），即均值为[image: ]，自相关函数为


[image: ]


由此可得，[image: ]，即可以从实测的互相关函数资料估计线性系统未知的脉冲响应。

（四）线性系统的功率谱密度

定理13.4.3　设系统输入过程为X（t），输出过程[image: ]是联合平稳的。其中X（t）具有谱密度SX（ω），系统的频率响应函数为H（ω）。则Y（t）的谱密度为[image: ]的互谱密度为[image: ]，[image: ]为系统的频率增益因子或频率传输函数。


[image: ]


例13.4.4　设线性时不变系统的输入x（t）与输出y（t）满足微分方程


[image: ]


其中a为已知正常数。

今输入过程是白噪声电压X（t），其自相关函数为[image: ]。求

（1）输出电压过程Y（t）的自相关函数，以及X（t）与Y（t）的互相关函数。

（2）输出电压过程Y（t）的谱密度，以及X（t）与Y（t）的互谱密度。

解　先求系统的频率响应函数H（ω）和脉冲响应函数h（t）。


[image: ]



[image: ]
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思考题十三

1．严平稳过程一定是宽平稳过程吗？

2．设X（t）与Y（t）是相互独立的平稳过程，a，h为常数，则[image: ]是平稳过程呜？若X（t）与Y（t）是联合平稳过程，则[image: ]还是平稳过程吗？

3．若[image: ]是平稳过程，a≠0。是常数，则[image: ]是平稳过程吗？[image: ]是平稳过程吗？

4．[image: ]是齐次独立增量过程，二阶矩存在。设[image: ]，其中L＞0是常数，则[image: ]是否为平稳过程。

5．什么是平稳过程的各态历经性，为什么要讨论各态历经性？

6．若平稳过程[image: ]的均值具有各态历经性，自协方差函数为[image: ]一定存在吗？

7．平稳过程的谱密度与相关函数的关系怎样？

8．什么是线性时不变系统的输入与输出？

9．频率响应函数有什么意义？


习题十三

1．（1）[image: ]已知。设[image: ]，且X与Y不相关，称Xn为随机简谐运动。求[image: ]证明[image: ][image: ]是平稳过程。

（2）[image: ]其中[image: ]已知，对于[image: ][image: ]。求[image: ]证明[image: ]是平稳过程。

2．设随机过程[image: ]，其中A与θ是相互独立的随机变量，[image: ]在（－1，1）上均匀分布，判断[image: ]是否为平稳过程。

3．设[image: ]是平稳过程，[image: ]，随机变量[image: ]相互独立。[image: ]的均值函数和自相关函数；

（2）[image: ]的均值函数和自相关函数；判断以上两个过程是否为平稳过程。

4．[image: ]，其中随机变量A，B独立同分布，且[image: ]，[image: ]是宽平稳过程，求μ的值；（3）若[image: ]，分别求X（0）和[image: ]的分布律，向[image: ]是严平稳耀吗？说明理由。

5．设平稳过程[image: ]的自协方差函数为[image: ]，证明：对于给定的ε＞0，


[image: ]


6．设[image: ]，其中[image: ]，求[image: ]。

7．设平稳过程[image: ]的自相关函数[image: ]，其中a＞0，若X（t）的均值具有各态历经性，求均值产μx。

8．对于第2题和第3题中的平稳过程，判断它们的均值是否为各态历经的。

9．设随机过程[image: ]，其中X，Y相互独众，X具有密度函数[image: ]上（－1，1）均匀分布。

（1）求X（t）的均值函数[image: ]，自相关函数[image: ]，并证明[image: ]是平稳过程；

（2）求X（t）的时间均值[image: ]，并判断[image: ]的均值是否具有各态历经性；

（3）判断[image: ]是否为各态历经过程。


[image: ]
图13.4



10．设s（t）是一周期为T的函数，Θ是在（0，T）上均匀分布的随机变量，称[image: ]为随机相位周期过程，证明[image: ]为平稳过程。现有一随机相位周期过程[image: ]，它的一条样本函数x（t）如图13.4所示。（1）求[image: ]；（2）求＜x（t）＞。

11．如果平稳过程[image: ]满足条件[image: ]，则称它为周期是T0的平稳过程。证明[image: ]是周期平稳过程的充分必要条件是其自相关函数是周期函数，且周期也为T0。

12．设X（t）是雷达的发射信号，遇到目标后返回接收机的微弱信号是[image: ]是信号返回时间，由于接收到的信号总是伴有噪声的，记噪声为N（t），于是接收到的全信号为[image: ]。（1）若X（t）和N（t）是联合平稳过程，求互相关函数[image: ]；（2）在（1）的条件下，假设N（t）的均值为零，且与X（t）是相互独立的，求[image: ]（这是利用互相关函数从全信号中检测小信号的相关接收法）。

13．设平稳过程[image: ]的谱密度为[image: ]，求X（t）的自相关函数。

14．设平稳过程[image: ]的自相关函数为[image: ]，求X（t）的谱密度。

15．设[image: ]，其中A，B，C相互独立同服从区间［－1，1］上的均匀分布。

（1）证明[image: ]是平稳过程；

（2）计算[image: ]，判定X（t）的均值是否具有各态历经性，说明理由；

（3）求X（t）的功率谱密度[image: ]。

16．已知平稳过程[image: ]的谱密度为[image: ]求X（t）的自相关函数。

17．设[image: ]是宽平稳过程，谱密度[image: ]求自相关函数Rx（τ）；问当均值函数μx为何值时｛X（t）｝的均值具有各态历经性。

18．设[image: ]是均值为零的平稳过程，[image: ]，其中[image: ]，且X（t）与Θ相互独立记X（t）的自相关函数为Rx（τ），谱密度为[image: ]，证明：

（1）[image: ]叫是平稳过程，其自相关函数[image: ]。

（2）Y（t）的谱密度为[image: ]

19．设平稳过程[image: ]的谱密度为[image: ]，证明Y（t）的谱密度为[image: ]。

20．设平稳过程[image: ]，其中α，β均为正常数，Θ是（0，2π）上均匀分布的随机变量，求互相关函数[image: ]和互谱密度[image: ]。

21．设X（x）和Y（t）是两个不相关的平稳过程，均值μx和μy都不为零，且[image: ]已知，定义[image: ]，求互谱密度[image: ]。

22．验证下列系统是杏为线性时不变系统：


[image: ]


23．设系统的输出y（t）与输入x（t）有以下关系：[image: ]，求系统的频率响应函数。

24．设线性时不变系统的输入是平稳过程X（t），其谱密度为[image: ]，系统响应频率函数为H（ω），输出为Y（t），求误差过程[image: ]的谱密度[image: ]。

25．设线性时木变系统输入个均值为零的平德过程[image: ]，其相关函数为[image: ]，若系统的脉冲响应为[image: ]

（1）系统的频率响应函数；（2）系统输出过程Y（t）的谱密度和自相关函数；（3）X（t）和Y（t）互谱密度。

26．设一个线性时不变系统由微分方程[image: ]确定，其中a，b是正常数，[image: ]分别为输入平稳过程X（t）和输出平稳过程Y（t）的样本函数、设输入过程均值为零，初始条件为零，[image: ]，[image: ]。求（1）茶统的频率响应函数H（ω）；（2）输出过程Y（t）的谱密度SY（ω）和相关函数[image: ]。

附表

附表1　几种常用的概率分布表


[image: ]
[image: ]


附表2　标准正态分布表


[image: ]


附表3　t分布表
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附表4　X2分布表
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附表5　F分布表
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[image: ]



附表6　柯尔莫哥洛夫检验临界值Dn，α

[image: ]


附表7　柯尔莫哥洛夫检验统计量Dn的极限分布


[image: ]


附表8　W检验　统计量W的系统αi（n）的值


[image: ]
[image: ]


附表9　W检验　统计量W的分位数Wα（n）


[image: ]


附表10　D检验　统计量Y的α分位数Yα


[image: ]

思考题、习题参考答案

考题一

1．不对。

2．fn（A）是一个变化着的量（其实就是第二章中的随机变量），P（A）是个实数，当n充分大时，fn（A）≈P（A）（严格表述见第五章）。

3．（略）

4．[image: ]一般不等于1。

5．当P（A）＞0，P（B）＞0时，A，B独立与不相容不能同时成立，A，B独立一般不能用Venn图表示。

6．不一定。

习题一


[image: ]


思考题二

1.（略）　2．不一定。　3．不对。　4．D。　5．B。　6．仅与σ有关。　7．不可以认为这元件永远不会损坏。

习题二


[image: ]



[image: ]



[image: ]



[image: ]
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思考题三

1．联合分布可以决定边际分布，而边际分布不能决定联合分布。

2．（3）正确。

3．不对。

4．（2）正确。

5．第一个说法正确，第二个说法不对。

习题三
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[image: ]



[image: ]
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思考题四

1．不对，随机变量X的期望按定义应该是


[image: ]


2．随机变量X与Y同分布，那么它们的任意阶矩（如果存在）全部相等。反之，若有E（X）＝E（Y）且D（X）＝D（Y），不能推出随机变量X与Y分布一定柑同。反例，当[image: ][image: ]，但显然两者的分布不一样。

3．方差是2×2.52。

4．两个随机变量如果相互独立则它们一定不相关，反之则不然。


[image: ]


习题四

1．nN/M。

2．应采用第二种方案，因为后者的平均年薪比较高。

3．（略）

4．6。

5．[image: ]。

6．1/p。

7．[image: ]。

8．（1）0.5；（2）0.5；（3）1/4。

9．（1）1/2＋q（1－q），其中q表示离棍子某一端点的距离；

（2）当Q位于棍子中点时，包含Q点的棍子平均长度达到最大。

10．20（分钟）。

11．当[image: ]时，第二种方法检验的欢数少一些；当[image: ]时，第一种方法检验的次数少一些；当[image: ]时，两种方法检验的次数一样多。


[image: ]


16．这一天去该冷饮店购买冷饮的顾客数服从期望为λp的泊松分布，期望为λp。
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思考题五

1．在高等数学中研究的对象都是确定的，不具有随机性。如：对于数列an而言，若有[image: ]，则意味着对于任意的实数ε＞0，存在自然数N，使得当n＞N时，均有[image: ]成立，也就是对于满足n＞N的n来说，[image: ]是不会出现的；在《概率论》中，依概率收敛讨论的是随机变量序列的收敛性．若对随机变量序列ξn而言，有[image: ]，其中ξ可以是随机变量也可以是实数。那就意味着对于任意的实数ε＞0，当n充分大时事件“[image: ]”发生的概率很大，接近于1，但不能说事件“[image: ]”一定不会发生，只是该事件发生的可能性非常小，几乎为0而已。

2．马尔可夫不等式适用于k阶矩存在的随机变量，切比雪夫不等式则要求随机变量的期望和方差都存在才可以使用。

3．大数定律与中心极限定理都是研究随机变量和（或者说随机变量的算术平均）的极限行为。如果对于独立同分布的随机变量序列，当它们的方差有限时，大数定律与中心极限定理都是成立的。它们的区别是：大数定律（我们此书中介绍的其实是弱大数定律的一种）研究的是随机变量序列的算术平均在一定条件下的依概率收敛性质；而中心极限定理则讨论了随机变量序列的算术平均在一定条件下可以用正态分布来近似，所以在两个都适用的条件下，中心极限定理不仅可以给出随机变量序列算术平均落入某区域的概率的极限值，还可以给出此概率的一个近似值（当n充分大）。

4．例5.2.3中的Xi独立同分布，且方差有限，所以切比雪夫不等式与中心极限定理都适用。由于切比雪夫不等式仅仅可以得到随机变量落入某区域的一个界，而中心极限定理则可以给出当n充分大时，随机变量序列的部分和或算术平均落入某区域的近似概率，从一定角度看，后者讨论的概率更加“精确”。事实上，比较两者的条件，也可知切比雪夫不等式的适用面更广，而其结论就相对粗糙些。

习题五

1．（1）72％；（2）75％。

2．92.8％。

3．[image: ]。

4．可求出X（n）的分布函数，并利用依概率收敛的定义来得到；或者利用切比雪夫不等式证明。

5．服从。

6．（1）收敛，极限值为[image: ]；（2）收敛，极限值为σ2；（3）收敛，极限值为[image: ]；（4）收敛，极限值为[image: ]。

7．[image: ]；（3）0.5。

8．7.9％。

9．（1）99.756％，99.66％，99.55％；（2）117次。

10．[image: ]（1.81）＝96.48％。

11．（1）86.21％；（2）94.3％。

思考题六

1．统计量就是样本[image: ]的一个函数，且要求它不包含有任何未知参数。用样本[image: ]的观测值[image: ]计算出统计量的数值，就是统计量的值。统计量的分布称为抽样分布。

2．简单随机样本[image: ]满足：（1）[image: ]之间相互独立，（2）Xi与总体X具有相同分布。用简单随机抽样得到的样本称为简单随机样本。

3．对于给定的α，0＜α＜1，如果xα满足[image: ]，则称xα是X的上侧α分位点，若X服从某分布，则称xα是该分布的上侧α分位点。

如果[image: ]，则称xα是X的双侧α分位点。若X服从某分布，则称xα是该分布的双侧α分位点。

如果[image: ]，则称xα是X的双侧α分位点。若X服从某分布，则称xα是该分布的双侧α分位点。

利用Excel中。orminv，tinv，chiinv，finv函数可以分别得到正态分布、t分布、x2分布和F分布的分位点。

4．（3），（4），（6）。

5．不一定，当总体X服从正态分布时独立。

6．不一定，当X和Y独立时成立。

习题六


[image: ]


思考题七

1．估计量是样本的函数，是随机变量，估计值是样本观察值代入估计量后的取值。

2．[image: ]是μ产的估计量，取值是随机的，μ是参数，是常量，因此[image: ]。当总体是连续量时，[image: ]，[image: ]。

3．不是。

4．参见教材§7.1节的介绍。

5．步骤参见教材7.1节的介绍。各分布参数的矩估计和极大似然估计为


[image: ]


6．参见教材§7.2节的介绍。

7．参见教材§7.3节的介绍。

8．枢轴量是样本和待估参数的函数，其分布不依赖于未知参数，而统计量只是样本的函数，其分布可能依赖于未知参数。

9．参见教材§7.3节和§7.4节的介绍。

10．应选[image: ]，因为σ2已知时，选用正态分布枢轴量得到的区间估计要比t分布枢轴量得到的区间估计的精度更高。

习题七


[image: ]
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23．（0.022，0.096）。

24．（1）（－0.198，1.998）；（2）无显著差异。

25．（1）（－14.306，－0.494）；（2）即有显著差异。

26．（1）（0.678，4.919）；（2）不足以说明[image: ]。

27．（1）（0.185，0.563），两郊区居民收入的方差有显著差异，郊区B居民的贫富差距程度比郊区A居民严重；

（2）（－921.809，－697.891），两郊区居民的平均收入有显著差异，郊区A居民平均收入比郊区B居民收入低。

28．（0.227，0.459）

思考题八

1．若原假设成立，则样本落入拒绝域中是小概率事件，因此当样本观察值落在拒绝域时，有充分的理由拒绝原假设。

2．参见教材8.1节的介绍。

3．对于有关参数的假设检验，根据样本资料，将希望得到支持的假设作为备择假设；对于分布的假设检验，则是将希望得到支持的假设作为原假设。

4．对于假设问题[image: ]，如果在显著水平α下，拒绝原假设[image: ]，意味着有充分的把握认为[image: ]，此时对应于假设问题[image: ]的判断结果是接受[image: ]，但并不意味着有充分的把握，因此有关参数的假设检验，我们应根据样本资料，将希望得到支持的假设作为备择假设。

5．不矛盾。有100×（1－α1）％的把握但没有100×（1－α2）％的把握拒绝原假设。

6．参见教材§8.1节的介绍。

7．参见教材§8.4节的介绍。

8．参见教材§8.5节的介绍。

9．对于小样本（容量小于50）情形，选用W检验，对于大样本（容量大于50）情形选用D检验。

习题八
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思考题九

1．方差分析的主要任务是比较分类数据均值的差异，因此，一般方差分析的数据来自几个方差相同的不同正态总体的分类数据，并且要求数据具有独立性。

方差分析的基本假定为：各样本是来自相互独立的正态分布总体，各总体方差相等，即满足方差齐性。

2．假设[image: ]是来自第i个正态总体[image: ]的样本观测值，其中[image: ]均为未知参数，且每个总体Xi相互独立。方差分析的数学模型。


[image: ]


其中μi产是第i个总体的均值（理论均值），εij是相应的试验误差。

方差分析是要检验假设[image: ]。方差分析的基本步骤如下：

（1）建立检验假设[image: ]；

（2）给出方差分析表，得到检验统计量F的值和P－值；

（3）给定显著性水平，并作出推断结果

3．可以，但一般不采用，因为用两样本t检验没有用到全部的数据。

4．（1）自变量是各省份，性别，应变量是交通事故发生率；

（2）自变量是分类变量，应变量是连续随机变量；

（3）这样的数据适合采用方差分析去分析数据。

5．一元线性回归模型：[image: ]。

经典的线性回归模型需要满足3个假设：


[image: ]


如果需要对模型进行统计推断，一般要假设εi独立，并服从正态分布N（0，σ2）。

6．不是，用线性回归模型进行数据分析要求变量之间存在因果关系，并有一定的线性相关性。除此以外，如果采用经典的回归分析的方法，要求总体具有正态性。

7．一元线性回归方程的显著性经验可以采用F检验和t检验，但对子多元线性回归方程的显著性检验只能用F检验。

习题九

1．α和β的最小二乘估计与极大似然估计是一致的，但σ2的极大似然估计为[image: ]。

2．（1）


单因素方差分析表

[image: ]

接受H0；（2）MSE＝0.178。

3．（1）


单因素方差分析表

[image: ]

（2）不同年级学生的月生活费水平有显著差异。

4．


单因素方差分析表

[image: ]

（1）从方差分析表可以看出，三个车间生产的低脂奶的脂肪含量有显著差异；（2）MSE＝0.686；（3）（5.593，7.207）；（4）（－3.862，－1.578）。

5．


单因素方差分析表

[image: ]

有显著差异。

6．由Excel得方差分析表如下：


[image: ]

从表中可以得出，手机外观不同对销售量有影响，但不同卖场对销售量没有影响，并且外观因素与卖场因素之间无交互效应。

7．（1）r＝0.7985；（2）[image: ]；（3）s2＝87928；


[image: ]

从P－值＝0.0175可以判断回归方程是显著的；


[image: ]

从P－值＝0.0175，可以判断回归系数检验显著；

（5）[image: ]，置信区间为（843，1399）；（6）[image: ]，预测区间为（344，1898）。

8．（1）不是线性关系；　（2）采用Y比采用lnY结果要好。

9．（1）[image: ]；（2）回归方程是显著的，回归系数都显著；（3）残差图略，线性假设成立，方差齐性，独立性满足。

思考题十

1．不对。

2．不一定。

3．对。

4．不对。

5．对。

6．不相关不能推出相互独立。相互独立并且都是二阶矩过程时，一定不相关。

7．不对。边际正态不能推出联合正态。由条件不能推出[image: ]正态，所以不能推出[image: ]一定是正态过程。

习题十
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思考题十一

1．不对，Markov性是指在知道现在状态的条件下，过去与将来相互独立。过去和将来不一定独立，习题9（1）就给出了一个反例。

2．[image: ]。

3．首先计算多步转移概率，然后对任何[image: ][image: ]。

4．方法一：计算fii，如果fii＝1，则i常返，否则暂留；

方法二，计算[image: ]，则i常返，否则暂留；

方法三，考虑状态i的互达等价类，若互达等价类不闭，则i暂留；若互达等价类闭且是有限集，则i正常返；若互达等价类闭且是可数集，则在这互达等价类中找一个容易判断常返性的状态，i的常返性与这个状态的常返性相同。

5．方法一：如果[image: ]，则i正常返，否则不是正常返；

方法二：与上题中方法三相同；

方法三；若i的互达等价类闭且是可数集时，我们可以把Markov链限制在这个互达等价类上考虑，此时i正常返当且仅当存在平稳分布。

6．方法一：[image: ]；

方法二：把Markov链限制在i的互达等价上考虑，计算出平稳分布，则[image: ]。

7．不一定。如果一个状态的互达等价类是闭的且是有限集时，则它一定是正常返态。如果一个状态的互达等价类是闭的且是可数集时，则它可能是暂留，可能是零常返，也有可能是正常返，爬梯子模却就是这样的例子。

8．对。

9．不对，取决于过程的常返性。对于不可约非周期的Markov链，若正常返，则对任何[image: ]0，否则对任何[image: ]。

10．不对。如果状态i的周期为d，则[image: ]推出n是d的整数倍。反之，则不一定对。例如在爬梯子模型中，对任何[image: ]，所以状态1的周期为1，但是p11＝0。

习题十一
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思考题十二


[image: ]


习题十二
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思考题十三

1．不一定。

2．都是。

3．[image: ]是平稳过程，[image: ]不是平稳过程。

4．是。

5．见定义13.2.4.对于各态厉经过程，可以通过记录一条样本函数来估计均值函数和相关函数。

6．不一定存在，如随机相位正弦波。

7．见维纳－辛钦公式。

8．见定义13.4.1和13.4.2。

9．对线性时不变系统，频率响应函数H（ω）表示了输入谐波信号时，输出的同频率谐波其振幅和相位的史化。

习题十三
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